Cviceni 7 — Hrani¢ni podminky a konstitutivni vztahy

Stejné jako potfebujeme charakterizovat vlastnosti materidlu prostfednictvim konstitutivnich vztah(, musime také
zadat, jaké podminky panuji na povrchu télesa. Tyto podminky musi byt konzistentni se zakony zachovani, ale
obecné nevyplyvaiji z konstitutivnich vztah( a liSi se problém od problému. Hrani¢ni podminky musi byt predepsany
po celé hranici a musi byt v souladu s matematickou teorii pfislusnych parcialnich diferencialnich rovnic.

Hrani¢ni podminky musime zadat i na rozhranich uvnitr télesa, kde se skokem méni materialové parametry,
a veliciny, na které aplikujeme diferencialni operatory, jsou nespojité.

Intuitivni pristup (nemusi byt vidy uspésny)

U mechanické ulohy hrani¢ni podminka nahrazuje pohybovou rovnici. Na hranici tedy musime predepsat tfi skalarni
velic¢iny. Nabizi se tyto moznosti:

1. PredepiSeme rychlost (dynamickd uloha) nebo posunuti (statickd uloha). Napéti na povrchu se pak dopocte
fesenim problému.
U= Uedgea U = 'L_l:edge

2. Predepiseme silu. Rychlost nebo posunuti na povrchu se dopocte feSenim problému.

nt=t

w

Na casti povrchu predepiSeme rychlost nebo posunuti a na zbytku silu.
4. Kombinovana hraniéni podminka: Pfedepiseme napt. vertikalni slozku rychlosti a te¢nou slozku sily. Castd je
zejména podminka volného prokluzu (free slip):

i-t—[(#-t) AiR=0, 7-5=0

U termalni ulohy nahrazuje hranicni podminka rovnici prenosu tepla. Musime predepsat jednu skalarni veliinu.
Muze to byt bud' teplota nebo normalova slozka tepelného toku.

T =Tsuwt, nebo n-¢=0Q



Priklad: Termalni konvekce

Kapalina ma volny horni povrch, bocni stény a spodni deska jsou pevné.
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Izolujici boCni hranice, free slip nahore, jinde no slip.




Fazové rozhrani (intuitivni pristup)

Stefanova uloha

T(y)
Solid qﬁt:k(%)yzym o
1 Vo (2)
;jf g':’—'"ﬁr, et %?5: y:(t+6rl
Liquid
T=T

m

Figure 4.30 Latent heat released at the solidification boundary
must be conducted upward through the solidified layer.




Uvazujme materidlovy objem rozdéleny singuldrni plochou.

Tato plocha se pohybuje rychlosti W a nemusi jit nutné
o materidlovy povrch. Ozna¢me

v—a:=v+—|—’v_, s—o:=s"+s"

V pfipadé bez singuldrni plochy ma Gaussova véta pro

tenzor tvar:
/diVAdvz/ﬁ-Ada

Pokud singularni ploch zahrneme, je tfeba Gaussovu vétu
zménit nasledovné:

/ diVAdUZ/ ﬁ-Ada—/ﬁ-[A]lLda
kde [A]T:=AT —A".

Reynolds(v transportni teorém odvozeny v predndsce 3

D D
E/yqﬁdv=/y(£—i—¢divz7) dv

Odvozeni hranicnich podminek
ze zakonu zachovani

plati pouze za pfedpokladu, Ze ¢ a U jsou diferencovatelné funkce. Pokud v télese existuje singularni

plocha, je tfeba Reynoldslv teorém prepsat do tvaru

Dt Dt

v—0o

D ¢dv:/ (D_¢+¢divﬁ) dv+/ﬁ-[(ﬁ—w)¢]tda




NapiSme nyni s pomoci Reynoldsova teorému zakony zachovani pro materialovy objem se singularni plochou.

Zakon zachovani hmoty

Pokud se rychlost méni spojité, tak mizeme psat:

D
i pdv—/(——i—pdwv) dv=20

V pripadé, ze objem obsahuje singularni plochu, kde se rychlost méni skokem, je tfeba rovnici upravit nasledovné:

pM—/§< +mmm)m+Lﬁ¢w—@¢ma

Tento vztah musi platit pro libovolnou ¢ast objemu v —o a libovolnou ¢ast plochy o . Plati tedy, ze

‘D . — . — — —
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rovnice kontinuity podminka na hranici
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Zakon zachovani hybnosti

D S "
E/pﬁdv—/t(ﬁ)da—/pfdvzo

Aplikace modifikovaného Reynoldsova transportniho teorému na velicinu : P = p’l7

D(pv — —
/ [ l()ptv) +p17div17} dv+/fi-[p(ﬁ’—w’)®17]J_rda—/t(ﬁ)da_/pfdv:0

Aplikace modifikované Gaussovy véty na vnéjsi trakci:

D(pU -
/ { l()[)t’v) —l—p@’divf)’—divt—pf} dv—|—/ﬁ-[p(ﬁ—w’)®5—t]4_rda:0

Po aplikaci rovnici kontinuity, diky které se zbavime druhého ¢lenu v objemovém integralu,

Dp g
th— pU d1vVU,

dostavame pohybovou rovnici a podminku, ktera musi byt splnéna vSude na plosSe nespojitosti:

Dv -
/ (pF:—divt—pf) dv—l—/ﬁ-[p(ﬁ—zb’)@@'—t]tda:O

Tj. hrani¢ni podminka ma tvar | 72 - [p(’ff_ ’LU) ® U — t]J_r =0.

V pFipadé materialového povrchu pak dostaneme 7 - [t]T =0 .




Zakon zachovani hybnosti

Prove directly that s(n, x) = —s(—=mn, x) by applying (2), to the part :#
that occupies the region 4, at time £, Here 4, is the rectangular region
which is centered at x, which has dimensions & x 6 x 82, and which has
n normal to the & x d faces (Fig. 8).
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Zakon zachovani energie (odvozeni je analogické jako v pfipadé zakona zachovani hybnosti)

o R
v‘v)—t-v%—q} =0

N|

7. [p(ﬁ—w) (e+

Na materialovém povrchu pak dostaneme 7 - [g]7 =0 .

Na fazovém rozhrani:

+
i+ | ot =) (e+59-7) —t T+~ [p(F - @) (e +p/p) + 7]

Mérné teplo je definovéno nasledovné: [ = —[e + p/,O]i_
Odtud:
tre (a4 [
—p"Lit- (0T —w)+7-[¢]T =0
PAN
Systém voda — led: Z \
n- (QIed - QVoda) - pledLn : (Uled - w) — \L — /{\
\ J 4 A
Y K_Y_) 4 A VODA
Aq fled fled I fvoda
pledfled - pvodafvoda o
Aqg <0 Aq >0

i (T —d)p] T =0



Fazové rozhrani (intuitivni pristup)
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Obrazek napravo je schema klasické ulohy: _ qét = k(g——T) bt
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Figure 4.30 Latent heat released at the solidification boundary
must be conducted upward through the solidified layer.

Intuitivni zobecnéni pro pripad, Ze led tece, tj. fazové rozhrani je ¢aste¢né undseno ledem, a zaroven
i voda tece, tj. jeji teplotni profil neni konstantni, tj. tepelny tok v ni neni u hranice nulovy:

qﬁﬁ'[q‘]j:ﬁ'(q_ied_q;/oda)a w%ﬁ'(w_ﬁled)

celkové tedy: 77+ (Gled — Qvoda) = Plea L 7T - (Vjeqa — W)




a) Boundary conditions

yh v =0, ogy =0, ST/&B—Uw

ice layer
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b) Heat flux from the ocean
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average heat flux

go(z) = 7 (1 — % cos(2mz /1))
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T=9K, n-og=0 fory=D+ hy(x,t),

dlm
T'=261.6K + —h’i/wv n-a= _ng(D:Ol - hz/prw) for y = hz’/w(a:a t)
dy



a) Boundary conditions
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