b) Systém je zahfivan a ochlazovan zvenci. Parametry nezdvisi na teploté.

divv = O_’ Di

din_l_'Of:pOFt p%:N—din’—i—ph
t=—-pl+n [grad17+ (grad ﬁ)T]

poC. or = —poCp U - gradT + k divgrad T

P ot
p=po[l —a(l —T)]

Rovnice termdlni konvekce v Boussinesqové aproximaci.

Znadmé materidlové parametry: Po, 1, Cpa k, a

Pocet neznamych (t, ¥, p, p, T') = 12 = poéet rovnic




Referencni konfigurace
Div ty + ,00]% =0
—Grad py + Div tOD + pofo =0
[N o] =0

Lagrangeovsky a eulerovsky pfrirGstek

"(X) = ¢H(@), ¢"(@) ~d"(X), UX)=U()

Grad ~ grad, Div = div pro malé veliciny

:l 5p= [po]‘
[ 6p = —[po)s
[ Jop=0

deformed body
reference sphere

(9.1)
(9.3)

(9.5)

(9.10)
(9.11a)

(9.11b)

(9.131)



Rovnice kontinuity v prirtstkovém tvaru

—

pP = —Div [po(X)U] (9.17)
ot = —po(X)DiV[j (9.18)
pF = pF + U - Grad py(X) (9.19)
Prirtstek napéti
TW(X,t) = to(X) + TW:L (9.20)
tL = t(X,t) — to(X) (9.24)
tY = t(Z,t) — to(2) (9.27)
tL = TOL — (tr H)to(X) + HT - to(X) (9.25)
tL = t£ + U - Grad to( (9.28)

- =

)
th =t — po(X)[U- fo(X)]I

Prirtstek gravitaéniho zrychleni

—

fE = f(@,t) - fo(@)

pro hydrostatického predpéti

(9.30a)
(9.30b)

(9.31)



Linearizovana pohybova rovnice

1) T(l)’L, f_Z ;
82U
- 1),L L
Div T + pof* = po—
2)th, pt, f*
L L, LF = 0°U
a) Divt” + pof" + p" fo — Grad U : Grad tg = vy
b) Div th + pof_Z + po(; + po(Grad (7) : fT(;—
o2

—Grad U : Grad ty’ + Grad U - Div t) = P0G

3) t, ¥, fF
Divtl + pofE + pEﬁ) + Grad (poﬁ - fO)+

+Grad((7 - Divté)) — Div((j - Gradté)) — 0g——
Ht”, p", 7

_ . 0
Div t" + Pof_E + PEfO = POW

(9.32)

(9.35)

(9.38)



Pohybova rovnice pro hydrostatické predpéti

1) T(l)’L, f_Z ;

| 82U
Div TOL 4 po 2 = py——-

ot

2)th, o, L

vt fL . Lg Grad ) - fo — 62_U
Divt™ + pof”™ + p” fo + po(Grad U) fo—ﬂoat2
3)t5, o, 7

: L i E 7 G d i ) = . aQU
Dive™ + pof” + p~ fo + Grad (poU - fo) = pog 5
a)t7, pf, 7

| . U
Divt? + po fZ + p fo = vy
V nasem pripadé je ﬁ) = —go€, . Do rovnic je dale treba

vyjadrit pfiristky pr a pg zrovnice kontinuity a spocitat
variace gravitacniho zrychleni v disledku selfgravitace. To
zpravidla délame integraci, kdy pocitame fT. Pokud
budeme pouzivat fL , musime ho spocitat z ,posuvného
pravidla“ (rovnice 9.28) nebo resSit Laplace-Poissonovu
rovnici v lagrangeovském tvaru.



Kulové referenéni téleso, formulace v t*. pE, f_E

—

o*U

Div t* + poﬁE + (Divpoﬁ)goé} - Grad(pOUrg()) = Po Ot2

Vztah Ize dale upravit rozderivovanim Grad(pgu,go) -

Kulové referenéni téleso, formulace v t¥, pE, f_E

. 5 . L 0%
Div t” + pog” + Div(py)goe, = PO 5
neboli
: . Y. O . 0%
Div t" + PogE + pogoérDivu + ﬂurgoer = P04,
or ot

VsSimneéte si, ze rovnice formulujeme ve , velkych”
souradnicich, tj. na kulovém télese.

Hrani¢ni podminky
Odvozeni:

Na hornim povrchu télesa v referencni konfiguraci plati

— —

No(X) - to(X) =0 (%)

Ve stejném materialovém bodé po deformaci plati analogicky



Pouzijeme vztah mezi Nya N aza t(X, t) dosadime tO(X) + tL. Hrani¢ni podminku na
deformovaném povrchu pak mizeme prepsat do tvaru

Ny -F!
\/No-B- N,

Coz lze s pouzitim linearizovaného vztahu pro normdlu prepsat do tvaru

: (to()?) +tL> —0

((1 + Ny -H-No)No— H- NO) - (to()?) +tL) —0

Po rozndsobeni, zanedbani ¢lend vyssiho fadu a pouziti podminky (*) z pfedchozi
strany dostaneme

—(H - Np) - to(X) + Ny - t- =0

V pfipadé hydrostatického predpéti je na hornim povrchu to()?) = —po()?)I =0a
hrani¢ni podminka prejde do tvaru

No-tl =0

Eulerovskou hrani¢ni podminku dostaneme dosazenim ,,posuvného pravidla“
prepsaného pro pripad hydrostatického predpéti:

Ny-tL =N - (tE — (@ - Gradpo)I) =0

Pouzijeme kulového télesa dale pouzijeme vztahy ]\70 =€, fg = go a
Grad py = pogo = —pogo€r , COZ Nam da

& - t¥ = —u,gopoe;

Na rozhrani pevnad latka — kapalina pak analogickym zplsobem dostaneme
No(X) - to(X) = —poNo

N(X,1) - t(X,1) = —po( X, )N (X, 1)

coz stejné jako vySe upravime do tvaru



Np - tF = — Ny p*
Podminku pro Eulerovsky pfirlistek pak dostaneme dosazeni posuvného pravidla

]\70 Ll = ]\70 . (tE — (ﬁ . Gradpo)I) = —]\70 pL = —NO(pE + - Gradpo)hquid

solid ~

coz lze prepsat do tvaru
Ny - t¥ = —Nyp¥ — Ny (ﬁ fo) (P0,liquid — P0,solid)

Pro kulové téleso pak dostaneme

= E_ »  F >
—e, - t7 = ErP- — €rUrgo (p(),liquid - pO,solid)

Mechanické hrani¢ni podminky — shrnuti

Horni (volny) povrch

Ny -th =0

Ny - tf = No(pot - fo)
Rozhrani pevna latka — kapalina
Np -t = —Nyp*

Ny -tf = =Ny pP — Ny (’J fo) (0. liquid — P0.solid)

Pro kulové téleso - horni povrch



Rozhrani pevna latka — kapalina

€ - th = —€; pL
& -t7 = —€ 0" + €urgo (Poliquid — Losolid)

Konstitutivni vztah pro elasticky material
Elasticky material Ize popsat vztahem
TO(X, 1) = TO(C(X, 1))

Vizotropnim prfipadé lze vztah prepsat pomoci
reprezentacniho teorému pro tenzorovou funkci:

T(Q) = a,()I + alC + CLQC2 ,

kde koeficienty ag, a1, as jsou funkce invariant( tenzoru C.
V linedrnim pripadé

T<2) = CQI + Cq (tI‘ E)I + CQE = to()z) + C (tl’ E)I + CQE

kde ¢y, c1, co jsou materialové konstanty a ¢y lze
interpretovat jako predpéti. Posledni vztah nyni vyjadfime
pomoci lagrangeovského a eulerovského pfrirtistku Cauchyho
tenzoru napéti. Pouzijeme nasledujici vztahy

tL = t(X, 1) — to(X)
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tL = t¥ + @ - Grad to(X)

TOX )~ (1+tr (X, t) —HT - t(X,t) —t(X,t)-H
E=1H+H).

Nejprve do tretiho vztahu na této strané dosadime
t =1ty +th:

T (X, t) = to(X)+(tr H)to(X)—HT (X)) —to(X)-H+t! =

= to(X) + c1(tr E)I + &E =

= to(X) + c1(tr H)L + 2co(H + HT) .

Odtud

t% = ¢ (tr H) Tz co(HAHT) — (tr H)to (X)+HT (X)) +to(X)-H
V pripadé hydrostatického predpéti pak dostaneme

th = cy(tr H)I+%C2(H+HT)+(U’ H)po(X)—Hpo(X)—po(X)H =
= (c1+ po)(tr H)T + %(Cz —po)(H+H') =

= \(div @) + su(grad @ + (grad @)").

Vztah pro eulerovsky pfrirGstek odvodime pomoci vztahu

tL =t 4+ @ - Grad to(X),
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ktery v pripadé hydrostatického predpéti prejde do tvaru
t2 = t% — u,go(X)po(X)I .
Dostaneme pak

tf = ()\div @+ 1, go(X) po(X )) I+ 5p(grad i+ (grad i)”)



