Geometrie
deformace

PUsobici sily a napéti

Konstitutivni

vztahy -+ Zakony zachovani

Soustava parcialnich diferencialnich rovnic,
které popisuji deformaci spojitého materialu

« Materidlové symetrie, homogenni a izotropni materialy



Materialova objektivita — opakovani

— — —

t(X,1) = £ [\(X,7),F(X,7), T(X,7),G(X,7), X| «— jednoduche materialy

T<t

Reologicky vztah pro jednoduché materialy Ize v materialové objektivnim tvaru vyjadrit jako

—

t(X,1) = A [F(X,T),T(X,T),é()?,f),x}

T<t
6(X.0) =R(X.1)- 7 [UX,7). T(X,7),G(X, 7). X| RT(X.1
6(X. 1) =R(X.1) 7 |O(X,7), T(X,7),G(X, 7). X| R*(X.1)
6(X.1) =F(X.1)- 7 [C(X, 7). T(X,7).G(X,7), X] - FT(X.1)
TOX )= g [C()Z',_T), T(X,7),G(X,7), X]

t(X,t) = F {F(X,T),T(X,T),é(X,T),*} <— homogenni material
nezavisi explicitné na X.

Konstitutivni
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Materialova symetrie

T = Xr(X,t) = Ya(X, 1) = Xa(A(
po_ O _ O 0N, g
T 8X T OA; 0Xk

Neboli invariantné
F(X,t)=FX,t) - P(X)
kde

A
A

B(X 1) = (Grad TalX, t))T

Analogicky Referenéni
konfigurace

R

Materialova symetrie vzhledem k transformaci P:

<
ot

S~~~
N—

Konstitutivni
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Referenéni  ~
konfigurace R

Okamzita
L1 To konfigurace

Fy |[F(X,7), T(X,7), G(X,7)| = F [F(X,7) - P(X), T(X,7), G(X,7) - P(X)



Podminka materialové objektivity:

oW F, [F(X’,T),T(X’,T),é()?,f),)? 0T(t)= F [0(7)-F(X,T),T(X,T),é(x,f),x

T<t

Materialova symetrie:

F [F()?,ﬂ,T(X,T),é(X,T)] _F [F(X,T)-P(X),T(X,T),G(X,T)-P()?)}

<t

Materialova symetrie v redukovaném tvaru:

P.Fy [C,T,(j} PT = Fp [P—T.C.P—l,T,é.P—l]

T<t <t

|zotropni tenzorova funkce:

Q- T(7,8)- Q" =T(Q 7.Q-5-Q")



Konstitutivni vztahy v relativnim popisu

Konstitutivni
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B

obecné téleso

referencni
konfigurace

Ro

/ \:% = N(X,¢) okamzita

konfigurace
K

-

Relativni pohyb mezi dvéma ¢asovymi okamziky: g: ;2()?7 T) — f(x’—l(f, t)7 T) —

okamzita o,
konfigurace KR+ okamzita

konfigurace
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t
T) = f(x’—l(f, t),7) = (T, 7) <«<—— funkce relativhiho pohybu

<«—— relativni deformacni gradient
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Konstitutivni vztahy v relativnim popisu — pokracovani vztahy 21
E=x(X,7), 2=x(X,t), X=x"'Z,1)
g: )Z(Xa T) — f(f—l(f, t), T) = "t(f, T) <—— funkce relativnhiho pohybu
F.(Z,7) = (grad x: (2, 7)), (Ft), 859 Dk |« relativni deformagni gradient
L

Oxi(X,7)  O(Xe)k(d, ) Oxu(X, 1)

8XK (?xl aXK

— —

F(X,7)=F, (& 1) F(X,t) resp. Fy(Z,7) =F(X,7)-F1(X,1)




Konstitutivni vztahy v relativnim popisu — pokracovani

Konstitutivni
vztahy 21

<«—— relativni deformacni gradient

E=v(X,7), T=x(X,1), X=x"Z 1)
g: )Z’()a T) — )Z()Z_l(f, t)7 T) = "t(f, T) <—— funkce relativnhiho pohybu
. (X
F.(Z,7) = (grad x: (2, 7)), (Ft), E?;l)k

g: )Z(Xa 7-) — )Zt(fa T) — )Zt(X(X7 t)7 7-)

Oxk(X,7) _ O()k(@ 1) Oxa(X, 1)
8XK 8%[ 8XK

F(X,7)=F, (& 1) F(X,t) resp. Fy(Z,7) =F(X,7)-F1(X,1)

T=t = F(&71)=1

—

C(X,7)=FI(X,7) - F(X,7) = (FT(X',t) FL(Z, T)) - (Ft(f, 7) - F()Z',t))

relativni Greenuv
deformacni tenzor
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Pouzitim nasledujicich vztaht (polarni rozklad, Geometrie deformace str. 10-11)

F=R-U, U=U! a C=U?

dostaneme

C(X,7) =FI(X,t)-c,(Z,7) F(X,t) =U -RT-c,(Z,7)R-U=+vC-RT-c;(Z,7)-R-VC %

a analogicky

GX,7)=FT'(X,t)-3.(Z,7)=U-R"-§(Z 1) =vVC -R"-§.(Z,7) %
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Pouzitim nasledujicich vztaht (polarni rozklad, Geometrie deformace str. 10-11)

F=R-U, U=U! a C=U?

dostaneme

C(X,7) =FT(X t)-c,(Z,7)-F(X,t)=U-R"-¢,(Z,7)-R-U=+vC-R"-¢,(Z,7)-R- VC ¥
a analogicky

G(X,7)=F"(X,t)-G(&r)=U-R"-G(zr)=VC-R" - §(&,7) ¥

Pouzivame zde zkracenou notaci, kdy vynechavame argumenty X at: C = C(X', t)

Nyni pouzijeme konstitutivni vztah v redukovaném tvaru, pro homogenni material:

t(X,t) = R(X,1)- F [C(X',T),T(X',T), é(X,T)} RT(X,1)

T<t
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Pouzitim nasledujicich vztaht (polarni rozklad, Geometrie deformace str. 10-11)

F=R-U, U=U" a C=U"

dostaneme

C(X,7) =FT(X t)-c,(Z,7)-F(X,t)=U-R"-¢,(Z,7)-R-U=+vC-R"-¢,(Z,7)-R- VC ¥
a analogicky

G(X,7)=F"(X,t)-G(&r)=U-R"-G(zr)=VC-R" - §(&,7) ¥

Pouzivame zde zkracenou notaci, kdy vynechavame argumenty )Z" at: C= C(}f, t)

Nyni pouzijeme konstitutivni vztah v redukovaném tvaru, pro homogenni material:

t(X,t) = R(X,1)- F [C(X',T),T(X',T), é(X,T)} RT(X,1)

T<t

Po dosazeni ¥
t=R- F [\/E-RT-ct(a':’,T)-R- \FC,T(:E,T),\FC-RT@(:E,T)] ‘RT

T<t
coz muzeme alternativné vyjadfrit také jako

t=R- 7 [R"-c,(,7)R,T(Z7),R"-5(77),C| - R
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Zamérfime se nyni na homogenni izotropni kapaliny, tj. materialy s nejvy$Si mirou materialové symetrie.
Nejprve se zabyvejme otazkou izotropie.
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Konstitutivni vztahy v relativnim popisu — pokraCovani vztahy 23

Zamérfime se nyni na homogenni izotropni kapaliny, tj. materialy s nejvy$Si mirou materialové symetrie.
Nejprve se zabyvejme otazkou izotropie.

|zotropni skalarni funkce:  a(7,S) = a(Q-7,Q-S - Q")

Izotropni tenzorova funkce: Q - T(U, S) . QT = T(Q -U,Q-S- QT)

PozZadujeme, aby funkcional

t=R- .7<-"t [RT-ct(f, )-R,T(Z,7),R" - §.(&, 1), C] .RT
7-_

byl izotropni:

Q- F [RT-ct(f, )-R,T(Z,7),R" - §.(&,7), C} QT =

T<t

= F [Q ) RT'Ct(f7 T)R : QTaT(f7 7_)7 Q ) RT ) gt(f? 7_)7 Q -C- QT]

T7<t



Konstitutivni vztahy v relativhim popisu — pokracovani

Konstitutivni
vztahy 23

Zamérfime se nyni na homogenni izotropni kapaliny, tj. materialy s nejvy$Si mirou materialové symetrie.

Nejprve se zabyvejme otazkou izotropie.
|zotropni skalarni funkce:  a(7,S) = a(Q-7,Q-S - Q")

Izotropni tenzorova funkce: Q - T(U, S) . QT = T(Q -U,Q-S- QT)

PozZadujeme, aby funkcional

t=R- .7<-"t [RT-ct(f, )-R,T(Z,7),R" - §.(&, 1), C] .RT
7-_

byl izotropni:

Q- F [RT-ct(a_:’, )-R,T(Z,7),R" - §.(&,7), C} QT =

T<t

= F [Q ) RT'Ct(f, T)R : QTaT(fa 7_)7 Q ) RT ) gt(fa 7_)7 Q -C- QT]

T7<t

Nebot X a ¢ jsou v relativnim popisu fixovany, miazeme zvolit  Q(X) = R(X, ).

R-F [RT-ct(a_:’, )-R,T(Z,7),R" - §.(&, 1), C] RT =

<t

= F [c(@7),T(&,7), 3% 7),R-C-R']
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R- F [R"-ci(7,7)-R.T(#7),R" - §(&7),C] R" = F [c(&7),T(%7),5%7)R-C-R]
\ _ | B \ v J
= T T
t(X, 1) R-FT.-F-R

~V-V=b

t = cAZ. 7). T(Z. 7). a(z. 7). b konstitutivni rovnice pro jednoduché homogenni
Tjgt[ !,7), T(%,7), Gi(%,7), b] izotropni materialy v relativnim popisu




Konstitutivni vztahy v relativnim popisu — pokracCovani vztahy 24

Konstitutivni

R-F [RT'Ct(f, T)’R,T(f, T),RT : g}(f, 7_), C} 'RT -

<t

F [Ct(fa T)7T(fa 7_)7 gt(fa 7_)7 R-C- RT}

S <t
\ Y | \ ' J
- T v.nT
@ —V-V=b
t= F [ct(a_z’, 7_)’ T(f, 7_), @t(f, 7_), b] konstitutivni rovnice pro jednoduché homogenni

izotropni materialy v relativhim popisu

Zbyva ukazat, ze konstitutivni rovnice je invariantni vici libovolné ortogonalni transformaci referencni

konfigurace, a nikoliv pouze pro Q(X ) R(X t) . Dukaz je trivialni, nebot c, nezavisi na referencni
konfiguraci a pro Fingertv deformaéni tenzor mame

b=—F-F" = (F-Q7)- (F-Q")" =(F-Q")-(Q-F")=F .F" =b

kde jsme pouzili F =F-Q (vizstr. 19).
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Chceme nyni, aby konstitutivni rovnice byla invariantni viéi unimodularni transformaci H :

t=F [c(Z,7),T(Z7),6.(Z71),b = F [c(Z,7), T(Z 1), (T, 7),F-F"]

<t Tt

= F [el# ), T(%,7),6:(77),F - H-H-F']

<t



Konstitutivni vztahy v relativnim popisu — pokracovani

Chceme nyni, aby konstitutivni rovnice byla invariantni viéi unimodularni transformaci H :

t = F [c(%,7), T(Z 7),6(Z7),b] = F [c(Z,7),T(& 1), (& 7),F-FT]

Tt <t
- T‘Et [ct(f7 T)? T(fa T)agt(fa 7_)7 F-H- HT : FT] %
Zvolme specifickou unimodularni transformaci

1/3
H = (det F)/3F~! = (@) F!
P

kde jsme pouzili zakon zachovani hmoty ve tvaru po = pJ = pdet F.

Snadno se presvédCime o tom, Ze zvolena transformace je skutecné unimodularni:

det H = [(det F)/3]" det ' = 1
Nyni mazeme spocitat vyraz v i\( :

2/3
F-H-H.-FT = (@) I
p

Odtud:

Konstitutivni
vztahy 25

t = F [Ct(f, T)7 T(a_:’, T)7 g?(s& T)’ konstit.uti\,/nl rovnice pro jednoduché tekutiny
<t v relativnim popisu




Materialy s omezenou pameti vztahy 26

Konstitutivni

Budeme predpokladat, Ze deformacni a teplotni udalosti ve vzdalené minulosti maji jen omezeny
vliv na teplotné-deformacni vyvoj v sou€asnosti.

UvaZujme Taylortv rozvoj a aplikujme jej na veli€iny v konstitutivnich vztazich:

N g N
- 1 (O"h(X,T " 1 = o "
h(X,T)E:n,< o )> ety =3 S R (E -
n=0 =t n=0

Materialovy vztah ve tvaru funkcionalu

T(2)(X,t) == [C(}?,T),T()_(),T),é()zﬂ')}

T<t
pak muze byt vyjadfen ve tvaru funkce

0, < - . (N) . ™ Lo (N) material rychlostniho typu
T( )(X,t) :T(2) C, C,..., C ,T,T,..., T ,G,G,..., G «—— stupné N

Pro homogenni izotropni tekutinu v referencni popisu pak funkcional t = F |[c;, T(Z, 1), §:(Z, T7), p)
prejde ve funkci T<t

~ . N . N
t=t (8.1,32, “'7aNaTa Ta ) T7§t7§h ) gt?ﬂ)

kde

) (8%75(3?, 7)

- ) . Nulty ¢len Ize vynechat, nebot a, =1 (viz str. 21).
T=t



Priklad: Hookuv zakon

Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = a,OI + alb —+ a2b2.

Predpokladejme, Ze deformace je mala, t. b = I + 2, kde € = % (h—|—hT) [grad u+(grad ﬁ)T] :

Zanedbame-li ¢leny vyssiho fadu, pak mame

b =1+46, I, =3+2tré, II,=3+4tré, [I[,=1+2tré,

a napétovy tenzor mizeme vyjadrit ve tvaru

t = CI,()I + alb + a2b2 ~ ]{301 + ]{31 (tI' é)I + 2k2 e.

kde K; jsou konstanty. Odtud

Konstitutivni
vztahy 29

t =\ (diva)I + p [grad i+ (grad ﬁ)T}

<«— Hookulv zakon

Priklad: Viskdzni kapalina
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Priklad: Hookuv zakon
Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = a,OI + alb + a2b2,
Predpokladejme, Ze deformace je mala, t. b = I + 2, kde € = % (h—|—hT) = % [grad u+(grad ’L_[)T] :
Zanedbame-li ¢leny vyssiho fadu, pak mame

b*=1+4é, I, =3+2tré, I, =3+4tre, [I[,=1+2tré,

a napétovy tenzor mizeme vyjadfit ve tvaru

t = aol + a1b + asb? ~ koI + k (tré)I + 2k, &.

kde K; jsou konstanty. Odtud

t=A(divi)I + p [grad u+(grad U)T} <«— Hookiv zakon

Priklad: Viskdzni kapalina

PouZijeme konstitutivni vztah pro izotropni tekutinu s omezenou paméti v referenénim popisu
N

~ . . N ~
t=t (al,ag, wwan, T, ... T G Gey s G p | — t=t(ay, p)
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Priklad: Hookuv zakon
Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = a,OI + alb + a2b2,
Predpokladejme, Ze deformace je mala, t. b = I + 2, kde € = % (h—|—hT) = % [grad u+(grad ’L_[)T] :
Zanedbame-li ¢leny vyssiho fadu, pak mame

b*=1+4é, I, =3+2tré, I, =3+4tre, [I[,=1+2tré,

a napétovy tenzor mizeme vyjadfit ve tvaru

t = aol + a1b + asb? ~ koI + k (tré)I + 2k, &.

kde K; jsou konstanty. Odtud

t=A(divi)I + p [grad u+(grad U)T} <«— Hookiv zakon

Priklad: Viskdzni kapalina

PouZijeme konstitutivni vztah pro izotropni tekutinu s omezenou paméti v referenénim popisu
N

~ . . N ~
t=t (al,ag, wwan, T, ... T G Gey s G p | — t=t(ay, p)

Pouzijeme izotropni reprezentaci a vSimneme si, Ze

— act —
e (E)th -
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Pfiklad: Hookuiv zakon vztahy 29
Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = a,OI + alb + a2b2.
Predpokladejme, Ze deformace je mala, t. b = I + 2, kde € = % (h—|—hT) = % [grad u+(grad ﬁ)T] :

Zanedbame-li ¢leny vyssiho fadu, pak mame

b*=1+4é, I, =3+2tré, I, =3+4tre, [I[,=1+2tré,
a napétovy tenzor mizeme vyjadfit ve tvaru

t = aol + a1b + asb? ~ koI + k (tré)I + 2k, &.

kde K jsou konstanty. Odtud

t=A(divi)I + p [grad u+(grad U)T} <«— Hookiv zakon

Priklad: Viskdzni kapalina
PouZijeme konstitutivni vztah pro izotropni tekutinu s omezenou paméti v referenénim popisu

N

~ . . N ~
t=t (al,ag, wwan, T, ... T G Gey s G p | — t=t(ay, p)

Pouzijeme izotropni reprezentaci a vSimneme si, Ze

— act —
e <E)’T:t -

takze

t = aol + 2a1d + a.d?, kde a; = a; (p, 14,114, 111;) <« nenewtonovska (Stokesova) kapalina

A

|
viskozita
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina vztahy 30

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina vztahy 30

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.

t = aol + 2a1d + a2d2, kde a; = a;(p, 14, 114,111;) <« obecna kapalina
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.

t = aol + 2a:d + apd?, kde a; = a;(p, I, 115, 111;) < obecna kapalina
Aby tento vztah byl linearni, materialové koeficienty musi byt zvoleny nasledovné

ap — f(p) tI'd, a; — 77(10)) az; =0
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.

t = aol + 2a:d + apd?, kde a; = a;(p, I, 115, 111;) < obecna kapalina
Aby tento vztah byl linearni, materialové koeficienty musi byt zvoleny nasledovné

ap — f(p) tI'd, a; — 77(10)) az; =0

¢

t = &(p) (trd)I + 2n(p)d = &(p) (div D)L + n(p) [grad 7+ (grad )"
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.

t = aol + 2a:d + apd?, kde a; = a;(p, I, 115, 111;) < obecna kapalina
Aby tento vztah byl linearni, materialové koeficienty musi byt zvoleny nasledovné

ap — f(p) tI'd, a; — 77(10)a az; =0

¢

t = &(p) (trd)I + 2n(p)d = &(p) (div D)L + n(p) [grad 7+ (grad )"

Predpokladejme, Ze kapalina je nestlagitelna (div < = 0) a uplatnéme kinematickou podminku
ze strany 17:

t=—pl+2nd=—pl+n [gradUJr (grad U)T] <— newtonovska nestladitelna kapalina
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Priklad: Newtonovska viskozni kapalina

U fady kapalin je experimentalné pozorovan linearni vztah mezi tenzorem napéti t a tenzorem d.
Tyto kapaliny se oznacuji jako newtonovske.

t = aol + 2a:d + apd?, kde a; = a;(p, I, 115, 111;) < obecna kapalina
Aby tento vztah byl linearni, materialové koeficienty musi byt zvoleny nasledovné

ag = f(p) trd, ap = 77(10)) az =0

¢

t = &(p) (trd)I + 2n(p)d = &(p) (div D)L + n(p) [grad 7+ (grad )"

Predpokladejme, Ze kapalina je nestlagitelna (div < = 0) a uplatnéme kinematickou podminku
ze strany 17:

t=—pl+2nd=—pl+n [gradUJr (grad U)T] <— newtonovska nestladitelna kapalina

Analogicky muzeme odvodit vztahy pro dalSi izotropni materialy, napf.:
Kelvin-Voigtovo viskoelastické tleso: T = T?)(C, C)
Maxwellovo viskoelastické t&leso: 7@ — T@(T®, C)
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PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

1. Uplatnime pozZadavek materialové objektivity

Zavislost tenzoru napéti nemuze byt libovolna, ale musi mit nasledujici tvar, ktery zaru€uje, Zze konstitutivni vztah
je invariantni vic¢i zméné soufadné soustavy:

t=R- E(C) . RT , kde C = FT . F, R=F- (\/6)_1 (viz polarni rozklad, Geometrie str. 10-11)

2. Uplatnime pozadavek izotropie

Aby material byl izotropni, musi byt t izotropni funkci C. Podle véty o reprezentaci izotropni funkci pak musi platit

t=R- (CLOI +a,C + a;QCQ) . RT, kde ag, a1, as jsoufunkce invariantt Io, [1o, I11o,

coz lze dale upravit do tvaru (viz uplné dole):

_ 2 _ 1. wT . < Obecny reologicky vztah
t aOI - alb + a2b , kde b F-F" a @; az(]b’ ]]b’ [[Ib) pro izotropni elasticky material

Odvozeni v Lagrangeoveé tvaru

1. Pouzijeme tvar konstitutivni rovnice pro P-K2 splfiujici podminku objektivity: T'(2) — T(2) (C)

2. Uplatnime pozadavek izotropie

Obecny reologicky vztah
pro izotropni elasticky material
v Lagrangeové tvaru

T® = gl + a;C + axC? kde, a; = a;(Ic, 1o, I11e)

b=F-FF=V2=VT.V=R.F'.F-RT=R-C-RT, b’=R-C-R*-R-C-R*=R.C2.R”

Tenzory C a b maji stejné invarianty, nebot tenzory V a U maji stejna vlastni Cisla.



Priklad: Hookuv zakon

Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = a,OI + alb —+ a2b2.

b=F.F
Pfedpokladejme, ze deformace je mala, tj.

b=F - F'=1I+H) - I+H)Y ' ~=I+h") - T+h))Y' =~=I+h+h’ =1+2¢
é=:(h+h™) =1 {gradﬁ—k(gradﬂ,’)rr}

b=1+2¢

b’ =1+ 4é

I=trb=tr(F-F')~tr(I+28)=3+2tré

II, =3+ 4tre, I1[,=1+2tre

t = apl + a1b + ayb? ~ (O] + Cotré)l + (Cs + Cutré) (I + 2€) + (Cs + Cytré) (I + 4&) =

t=A(diva)l + p [grad u+(grad f[[)T} < Hookav zakon




