Mechanika kontinua — cast 9
Konstitutivni vztahy 1




Geometrie
deformace

PUsobici sily a napéti

Konstitutivni

vztahy -+ Zakony zachovani

Soustava parcialnich diferencialnich rovnic,
které popisuji deformaci spojitého materialu

Pozadavky, které musi splfiovat konstitutivni vztahy:

deterministicky princip — objektivita — termodynamicka kompatibilita
Koncept objektivity

Kinematicka podminka

Materialové symetrie, homogenni a izotropni materialy
Termodynamicka kompatibilita — pouziti Clausius-Duhemovy nerovnosti



Konstitutivni
vztahy 1

Konstitutivni vztahy — zakladni principy

Deterministicky princip:

Aktualni stav termomechanickych proménnych v ¢ase ¢ v materialovém bodé X je obecné uréen
teplotni a deformadni historii materialovych bodu télesa v éase 7 < t. Chovani materialu nezavisi
na bodech vne télesa a déjich, které se uskuteCni v budoucnosti.

Materialova objektivita:

Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vaci k pohybu referenéni soustavy. Jinymi slovy,
materialové vlastnosti nesmi zaviset na stanovisti pozorovatele.

Termodynamicka kompatibilita:

Materialové vztahy musi byt kompatibilni s druhou vétou termodynamiky, tj. systém musi v kazdém
okamziku splnovat Clausius-Duhemovu nerovnost.

Objektivni veli€iny jsou takové, které jsou invariantni vici Euklidové transformaci
rigid transformation):
(rig ) Skalar: 1) = 1)

Vektor: a* = O(t) -
Tenzor: A* = O(t) - A - OT(¢)

Ql



Objektivni materialova derivace
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Uvazujme objektivni vektor a tenzor a spoCtéme jejich materialové derivace.

Vektor: @*=0-@ — a=0.-44+0-6=0-a+0-0T.¢* = |&d=0-G+Q-a

Tenzorr A*=0-A-0T = [A*=0-A-OT+Q - A*—A*.Q

Materialové derivace objektivniho vektoru a tenzoru nejsou objektivni, coz mize pusobit problémy
pfi formulaci konstitutivnich vztaht (viz pfiklad s Maxwellovou reologii). Britsky matematicky fyziky
James G. Oldroyd (1921-1982) proto zavedl objektivni materidlovou derivaci, definovanou nasledovné:

v
L S5 - Oldroydova
Vektor: a=a—1-a neboli
v . horni kovektivni derivace
Tenzor A=A —1-A—A.[T (upper convected derivative)

Dukaz objektivity pro vektor:

v

. .. .. . \Y
@ =@ ~I@ = 0-3+0:d-(0-1- 0T + Q)-0-d = 0-i+0G-0-10"-0-4-QOd = O-(i ~ 1) = O

Materialova derivace neni definovana jednoznacné. Lze ukazat, Ze pro libovolny objektivni tenzor je

nasledujici derivace objektivni, pokud je parametr o z intervalu <-1,1>:
Oldroydova horni
SA konvektivni derivace

(—) :A—(W°A—A'W)+@(d'A+A'd) { Jaumannova
. a=0 -

ot
korotac¢ni derivace

a=-—1
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Obecny tvar konstitutivnich vztahu. ,Jednoduché® materialy.

Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

—

R [p(X',T), X(X",T),T(X',T),t()?',f),@()?',T),G(X',T),X} —0

)?’EB, <t
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Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

R oK, 1), (X, 7), DX, 7), 6K, 7), @K, 7), (X m), X | = 0

)?’EB, <t
Pro mnoho materiall vdak mizZeme psat konstitutivni vztahy explicitné.

t(X,t)= F [p()?',T),X()Z',T),T()?',T),X}

X'eB, <t

JX 0= 0 [p(X',T),X(X',T),T(X',T),X}
X’EB,TSt

(X,t)= & |p(X,7),x(X'7), T(X',7), X]
X'eB,t<t
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Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

R [p(X',T), X(X",T),T(X',T),t()?',f),@()?',T),G(X',T),X} —0

)?’EB, <t
Pro mnoho materiall vdak mizZeme psat konstitutivni vztahy explicitné.

t(X,t)= F [p()?',T),X()Z',T),T()?',T),X}

X'eB, <t

JX 0= 0 [p(X',T),X(X',T),T(X',T),X}
X’EB,TSt

(X,t)= & |p(X,7),x(X'7), T(X',7), X]
X'eB,t<t

Princip lokalniho pUsobeni: Pohyb a teplota vzdalenych materialovych bodd nemaiji vliv na lokalni stav
napeti, tepelného toku a vnitfni energie.
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Obecny tvar konstitutivnich vztahu. ,Jednoduché® materialy. vztahy 7

Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

LR (X 7) (K1), TR 1), 4K 1), @K 1), (X 7), K] = 0
X'eB, <t
Pro mnoho materiall vdak mizZeme psat konstitutivni vztahy explicitné.

t(X,t)= F [p()?',T),X()Z',T),T()?',T),X}

X'eB, <t

JX 0= 0 [p(X',T),X(X',T),T(X',T),X}
X’EB,TSt

(X,t)= & |p(X,7),x(X'7), T(X',7), X]
X'eB,t<t

Princip lokalniho pUsobeni: Pohyb a teplota vzdalenych materialovych bodd nemaiji vliv na lokalni stav
napeti, tepelného toku a vnitfni energie.

p(X',7) ~ p(X,7) + Grad p(X, 7) - dX
Y(X'.7) % (X 7) + F(X,7) - dX

T(X' 7)~TX,7)+GX,7)-dX, kde G:=GradT, dX =X'—X.



Obecny tvar konstitutivnich vztah. ,Jednoduché® materidly. K?;?:::;“‘?’”'

Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

R oK, 1), (X, 7), DX, 7), 6K, 7), @K, 7), (X m), X | = 0

)?’EB, <t

Pro mnoho materiall vdak mizZeme psat konstitutivni vztahy explicitné.

t(X,t)= F [p()?',T),X()Z',T),T()?',T),X}

X'eB, <t

JX 0= 0 [p(X',T),X(X',T),T(X',T),X}
X’EB,TSt

(X,t)= & |p(X,7),x(X'7), T(X',7), X]
X'eB,t<t

Princip lokalniho pUsobeni: Pohyb a teplota vzdalenych materialovych bodd nemaiji vliv na lokalni stav
napeti, tepelného toku a vnitfni energie.

p(X',7) ~ p(X,7) + Grad p(X, 7) - dX
Y(X'.7) % (X 7) + F(X,7) - dX

T(X' 7)~TX,7)+GX,7)-dX, kde G:=GradT, dX =X'—X.

Potom

t(X,t) = F [X(X',T),F(X,T),T(X,T),é()?,f),)?}

T7<t

a analogicky pro ¢’ a €. Zavislost na hustoté a gradientu hustoty je zahrnuta v deformacénim gradientu F.
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Termomechanické konstitutivni rovnice charakterizuji vztahy uvnitf mnoziny termomechanickych
parametrd. Tyto vztahy mohou byt obecné vyjadfeny ve tvaru implicitniho tenzorového funkcionalu
zahrnujiciho 15 neznamych polnich velicin:

R oK, 1), (X, 7), DX, 7), 6K, 7), @K, 7), (X m), X | = 0

)?’EB, <t

Pro mnoho materiall vdak mizZeme psat konstitutivni vztahy explicitné.

t(X,t)= F [p()?',T),X()Z',T),T()?',T),X}

X'eB, <t

JX 0= 0 [p(X',T),X(X',T),T(X',T),X}
X’EB,TSt

(X,t)= & |p(X,7),x(X'7), T(X',7), X]
X'eB,t<t

Princip lokalniho pUsobeni: Pohyb a teplota vzdalenych materialovych bodd nemaiji vliv na lokalni stav
napeti, tepelného toku a vnitfni energie.

p(X',7) ~ p(X,7) + Grad p(X, 7) - dX
Y(X'.7) % (X 7) + F(X,7) - dX

T(X' 7)~TX,7)+GX,7)-dX, kde G:=GradT, dX =X'—X.

Potom

t(X,t)=F [X(X,T),F(X,T),T(X,T),é(X,T),X} <«— jednoduché materialy

T7<t

a analogicky pro ¢’ a €. Zavislost na hustoté a gradientu hustoty je zahrnuta v deformacénim gradientu F.
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vuci pohybu pozorovatele.

t(X,t) = F [X(X',T),F()Z',T),T(X',T),é(X,T),X]

T<t

t(X,6) = 27 [} (X,7), F(X,7), T"(X,7),G"(X,7), X]

~N

F(o) = (o)

J
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vuci pohybu pozorovatele.

~N

t(X,t) = F [X()Z',T),F()Z',T),T(X,T),é(X,T),X']

L » , L a1 (| Fle)=F(e)
t(X,6) = 27 [} (X,7), F(X,7), T"(X,7),G"(X,7), X]

J

t = A(diva)I + p (grad @ + (grad @)" |

t* = \*(diva™*)I + p* (grad u* + (grad ﬂ’*)T]
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vuci pohybu pozorovatele.

~N

t(X,t) = F [X()Z',T),F()Z',T),T(X,T),é(X,T),X']

T<t

F(e)

F(e)

t(X,6) = 27 [} (X,7), F(X,7), T"(X,7),G"(X,7), X]

Z objektivity napétového tenzoru plyne

t(X,1) = O@) - +(X,1)- OT(t) = O(t) - F |(X,7),F(X,7),T(X,7),G(X,7),X| - OT(t) =

T<t
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vuci pohybu pozorovatele.

t(X,1) = £ [x(X,7),F(X,7), T(X,),G(X,7), X \

T<t

. Ton( % g o A ] [ @) =FT(e)
v(X )= F [X (X,7),F*(X,7), T*X,7),G (X,T),X]

>
Z objektivity napétového tenzoru plyne

t(X,1) = O@) - +(X,1)- OT(t) = O(t) - F |(X,7),F(X,7),T(X,7),G(X,7),X| - OT(t) =

<t

= F (X 7). F(X,7), T7(X,7), G*(X,7), X | =
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Materialova objektivita

Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vuci pohybu pozorovatele.

6K 1) = F (X0 (X0, T(X,7), 6% ). K]
(N [ BT P Gr o ] [T =)
v(X )= F [X (X,7),F*(X,7), T*X,7),G (X,T),X]

J

Z objektivity napétového tenzoru plyne

— —

t(X,1) = O@) - +(X,1)- OT(t) = O(t) - F |(X,7),F(X,7),T(X,7),G(X,7),X| - OT(t) =

<t

= F -X*(X,T),F*(X,T),T*(X,T),é*(X,T),X} = Zde jiz vynechavame

. hvézdicku u funkcionalu F*.
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vi¢i pohybu pozorovatele.

~N

t(X,t) = F [X()Z',T),F()Z',T),T(X',T),é(X,T),X'}

T<t

v (X )= £ [X*()Z',T),F*(X 7, T*(X,7),G*(X,7), X

Z objektivity napétového tenzoru plyne

— gt _X*(XaT)aF*(XaT) T*(X T

— — —

= F |0(r) - x(X,7)+b*(7),0(r) - F(X, 1), T(X,7), G(X,7), X

([ LEw=re

l

1
1
N

7<t L

Zde jiz vynechavame

t*(X,1) = 0(1) - (X,1)- O™ (1) = O(1) - & [ (X, )F(X,T),T(X,T),é(X,T),X].oT(t):

. hvézdicku u funkcionalu F*.

Tento vztah musi platit pro libovolné O(7) a b*(7), tedy ipro O(7) =1, b (1) = —x(X, 7).
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vi¢i pohybu pozorovatele.

~N

t@@:f@immimﬂﬁmaﬁmﬂ

T<t

t(X,6) = £* [\'(X,7), F(X,7), T"(X,7),G"(X,7), X
Z objektivity napétového tenzoru plyne

= F [x*(X,7),F(X,7),17"(X,7),G

— — —

:fbmxmﬂwmﬂUF@)( 7),G(X,7), X

\]
7A)
o~
l
l
I
\

([ LEw=re

Zde jiz vynechavame

t*(X,1) = 0(1) - (X,1)- O™ (1) = O(1) - & [ (X, )F(X,T),T(X,T),é(X,T),X].oT(t):

. hvézdicku u funkcionalu F*.

Tento vztah musi platit pro libovolné O(7) a b*(7), tedyipro O(7) =1, b (1) = —x(X, 7).

Dostavame pak

— — — —

T<t

F [X()Z',T),F(X,T),T(X,T),é(X, T),X] —F [6,F(X,T),T(X,T),G;(X,T),X}
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Princip materialové objektivity: Tvar konstitutivnich vztahu je invariantni vi¢i pohybu pozorovatele.

t@ﬁ=2WK¢ﬂimﬂﬁmﬂﬁmﬂ \
N N * : o (| T =7
v (X )= F [X (X, 1), F*(X,7), T"(X,7),G*(X, ),X}

Z objektivity napétového tenzoru plyne
t*(X,1) = 0()- ¢(X,1) - OT(1) = O(1) - F [ (X,7), F(X,T>,T<X,T>,é<f,7>,)?} -OT(t) =

Zde jiz vynechavame
. hvézdicku u funkcionalu F*.

= F [x*(X,7),F(X,7),17"(X,7),G

— — —

:fbmxmﬂwmﬂUF@)( 7),G(X,7), X

\]
7A)
~+
l
1
1
\

Tento vztah musi platit pro libovolné O(7) a b*(7), tedy ipro O(7) =1, (1) = —x(X, 7).
Dostavame pak

— — — —

z X(X.7),F(X,7),T(X,7),G(X,7),X| = £ [0,F(X,7),T(X,7),G(X,7), X

a tedy



Materialova objektivita - pokraCovani

Z pfedchozi strany mame:

t(X,t)= F

Tt

— —

[F(X', 7, T(X,7), é(X,T),X}

Konstitutivni
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Z pfedchozi strany mame:

t(X,t)= F [F(X,T),T(X,T),é()?,f),)ﬂ

Tt

Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT (X, 1), viz polarnirozklad F =R - U :
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Z pfedchozi strany mame:

t(X,t)= F [F(X,T),T(X,T),é()?,f),)ﬂ

T7<t
Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT (X, 1), viz polarnirozklad F =R - U :

R™(X,1)- F [F(X,7),T(X,7),G(X,7), X| R(X,t) = £ |RT(X,7)-F(X,7),T(X,7),G(X,7), X|
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Z pfedchozi strany mame:

—

t(X,t)= F [F(X',T),T(X',T),é(xﬁ),)ﬂ

T7<t
Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT (X, 1), viz polarnirozklad F =R - U :

— — — — — — —

RT(X,t). F [F(X',T),T(X',T), é(x,f),X] R(X,t) = F [RT(X',T) F(X,7),T(X,7), é(x,f),X]

— —

ﬂ t(X, 1) :T;é [F()?,T),T(X,T),é(x,f),x] —R(X,t)- F [U(X,T),T(X,T),é()?,f),)?] RT(X,1)






[o F,T.G. X'}



[o F,T.G. X'}

o= F [O-F,T,@,X’]

7<t









t= T]<:t [F’T é’i]
t' = F [F*,T G )Z'} = F, [o FT@X'}
™ I
t*=0-t-0T =0 T@[F,T,éi]-OT:T;;[O-F,T(?X'
0-t-0"= 7 [O-F,T,é,X’]
<t
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Z pfedchozi strany mame:

—

t(X,t)= F [F(X',T),T(X',T),é(xﬁ),)ﬂ

T7<t
Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT (X, 1), viz polarnirozklad F =R - U :

— — — — — — —

RT(X,t). F [F(X',T),T(X',T), é(x,f),X] R(X,t) = F [RT(X',T) F(X,7),T(X,7), é(x,f),X]

— —

ﬂ t(X, 1) :T;é [F()?,T),T(X,T),é(x,f),x] —R(X,t)- F [U(X,T),T(X,T),é()?,f),)?] RT(X,1)
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Z pfedchozi strany mame:

t(X,t)= F [F(X,T),T(X,T),é()?ﬁ),)ﬂ

T7<t
Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT (X, 1), viz polarnirozklad F =R - U :

R*(X,1)- 7 [F()Z',T),T(X',T), é(X,T),X] R(X,t) = F [RT(X',T) F(X,7),T(X,7), é(X,T),X]

t(X,1) = £ [F(X,7),7(X,7),G(X,7), X| =R(X,0)- £ [UF,7),T(X,7),G(X,7), | -RT(X,1)

Jedna se o nutnou a soucasné i postacujici podminku materialové objektivity (pro dukaz druhého tvrzeni
pouzijze O-F=(0O-R)-U).



Materialova objektivita — redukovany tvar funkcionalu

Z pfedchozi strany mame:
[F()Z', 7, T(X,7), é(X',T),X'}

f

T<t

t(X,t) = Tjg-—t
Uvazujme nyni dalSi specialni volbu O(7) , konkrétné O(7) =

) T(X,7),G(X,7), X| R(X,1) =

[F(X,T
F

RT(X,t)- F
7<t
[F()Z', 7, T(X,7),G(X,7), X'] — R(X,1)-

6(X,0) = F,

T<t

Jedna se o nutnou a soucasné i postacujici podminku materialové objektivity (pro dukaz druhého tvrzeni

Konstitutivni
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—

RT()Z', 7), viz polarni rozklad F =R - U

— —

[RT(X', 7)-F(X, 1), T(X,7),G(X,7), X]

[U(X', 7, T(X,7),G(X,7), X] RT(X,1)

—

—
—

U=+C

R=F.-U! tX,t)=FX

nebo, pouzijeme-li

nebo, pouzijeme-li

pouzijze O-F=(0O-R)-U).
Reologicky vztah pro jednoduché materialy Ize tedy v materialové objektivnim tvaru vyjadfit jako
t(X,t) = R(X,t)- F [U(}Z,T),T(JZ,T), é(X',T),)Z] RT(X,1)

t(X,t) = R(X, 1)
t

C(X,7),T(X,7),G(X,7), X| -RT(X,1)
FT(X, 1)

|
~
1

. F ,
<t
)- F [C(X 0, 1(X,),G(X,7), X]
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Materialova objektivita — redukovany tvar funkcionalu

—

Z predchozi strany mame:
oX,0)= F [F(X',T),T(X',T), é()?,r),)ﬂ
Uvazujme nyni dal$i specialni volbu O(7) , konkrétn& O(7) = RT(X, 1), viz polari rozklad F = R - U
). T(X,7),G(X,7), X| R(X.1) = £ |RT(X,7) - F(X,7),T(X,7),6(X,7),X]
F

T<t

R™(X,1)- 7 [F(X',T
F(X,7),T(X,7),6(X,7),X| =R(X,1)- £ [UEX,7),T(X,7),G(X,7), X| - RT(X,1)
Jedna se o nutnou a soucasné i postacujici podminku materialové objektivity (pro dukaz druhého tvrzeni

t(X,t) = T]g—"t
pouzijze O-F=(0O-R)-U).
Reologicky vztah pro jednoduché materialy Ize tedy v materialové objektivnim tvaru vyjadfit jako
t(X,t) = R(X,t)- F [U(}Z,T),T(JZ,T), é(X',T),X'] RT(X,1)
C(X,7),T(X,7),G(X,7), X| -RT(X,1)

FT(X, 1)

|
~
1

nebo, pouzijeme-li U =+/C t(X,t) = R(X,1t) - ]_<-"t ,
nebo, pouzijeme-i R=F-U™' ¢(X,t) =F(X,t) 'TJZ [C(X',T),T(X',T),@(X,T),X']
Analogicky Ize odvodit také materialové objektivni tvary ostatnich konstitutivnich vztahu:

C(X,7),T(X,),G(X,7), X]

qX.0=R(X,1)- Q
C(X,7),T(X,7),G(X,7), X]

e(X,t) = rit
materialové objektivni tvary reologickych vztahu pro jednoduché materialy




Materialova objektivita - pokracovani Konstitutivni
vztahy 10

Odvodme jesté materidlové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffliv tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T@ = JgF1.¢.FT
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Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = JF1.t.F T

vyuZijeme toho, ze J = detF = det(R-U) =det U = vdet C,



Materialova objektivita - pokracovani Konstitutivni
vztahy 10

Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = JF1.t.F T

vyuzijeme toho, ze J = detF = det(R - U) = det U = v det C, a pouzijeme vztah z pfedchozi strany

— —

t(X,1) =F(X,1)- F |O(X,n),T(X,7),G(X,7), X| - FT(X,1).

<t



Materialova objektivita - pokracovani Konstitutivni
vztahy 10

Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = JF1.t.F T

vyuzijeme toho, ze J = detF = det(R - U) = det U = v det C, a pouzijeme vztah z pfedchozi strany

— —

6(X,t) =F(X,1)- F [C(X',T),T(X,T), é(X,T),X] FT(X,1).

Dostaneme pak

T® = JF~'.t. FT=JF . F(X, 1) F [C()?,T),T()Z',T),é()?,f),)ﬁ FT(X,t) - FT=

<t



Materialova objektivita - pokracovani Konstitutivni
vztahy 10

Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = JF1.t.F T

vyuzijeme toho, ze J = detF = det(R - U) = det U = v det C, a pouzijeme vztah z pfedchozi strany

—

6(X,t) =F(X,1)- F [C(X',T),T(X,T), é(X,T),X] FT(X,1).

Dostaneme pak

T® = Jp'.t. FT=JF . FX,t) F [C(X,T),T(X,T), é(X,T),)Z] FT(X,t)-F T =

T<t

_ /{@etC) F [C(X,T),T(X',T),é()?,f),)?] =G [C()Z,T),T(X,T),é(f,f),)f]



Materialova objektivita — redukovany tvar pro PK-2 Konstitutivni
vztahy 10

Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = Jp-1.¢.F 7T
vyuzijeme toho, ze J = detF = det(R - U) = det U = v det C, a pouzijeme vztah z pfedchozi strany

— —

6(X,t) =F(X,1)- F [C(X',T),T(X,T), é(X,T),X] FT(X,1).

Dostaneme pak

T® = JF 1. t. FT=JF . FX,t)- F [C(X,T),T()?,T), é(X,T),X] FT(X,t)-F T =

materialové objektivni tvar
reologického vztahu pro PK-2
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Materialova objektivita — redukovany tvar pro PK-2 vztahy 10

Odvodme jesté materialové objektivni vztah pro druhy Piola-Kirchhoffav tenzor. Vyjdeme z definice
tohoto tenzoru,

T® = Jp-1.¢.F 7T
vyuzijeme toho, ze J = detF = det(R - U) = det U = v det C, a pouzijeme vztah z pfedchozi strany

— —

6(X,t) =F(X,1)- F [C(X',T),T(X,T), é(X,T),X] FT(X,1).

Dostaneme pak

T® =JF ' t. FT=JF'.FX,t)- F [C(X,T),T()?,T), é(X,T),X] FT(X,t)-F T =

materialové objektivni tvar
reologického vztahu pro PK-2

—

Analogicky pak dostaneme pro tepelny tok v referenéni konfiguraci (pouzij () = JE 1. q):

—

OX,t)= O [C(X,T),T(X,T),é(i,r),x]

<t




C v Konstitutivni
Materialy s omezenou pameti vztahy 11

Budeme predpokladat, Ze deformacni a teplotni udalosti ve vzdalené minulosti maji jen omezeny
vliv na teplotné-deformacni vyvoj v sou€asnosti.

UvaZujme Taylortv rozvoj a aplikujme jej na veli€iny v konstitutivnich vztazich:

X =3 - (anhgji”)> (T—t)":Z% (X 1)(r —b)"

n!
n=0 t n=0
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Materialy s omezenou pameti vztahy 11

Budeme predpokladat, Ze deformacni a teplotni udalosti ve vzdalené minulosti maji jen omezeny
vliv na teplotné-deformacni vyvoj v sou€asnosti.

UvaZujme Taylortv rozvoj a aplikujme jej na veli€iny v konstitutivnich vztazich:

N g N
- 1 {O"h(X,T " 1 = o "
h(X,T)E:n,< o )> ety =3 S R (£ -
n=0 =t n=0

Materialovy vztah ve tvaru funkcionalu

T(2)(X,t) = (g [C(}?,T),T(X,T),é()aﬂ}

<t
pak muze byt vyjadfen ve tvaru funkce

0, < - . (N) . ™~ Lo (N) material rychlostniho typu
T( )(X,t) :T(2) C, C,..., C 7CZ—W,CZ—W,..., T ,G,G,..., G «— StupnéN
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Materialy s omezenou pameti vztahy 11

Budeme predpokladat, Ze deformacni a teplotni udalosti ve vzdalené minulosti maji jen omezeny
vliv na teplotné-deformacni vyvoj v sou€asnosti.

UvaZujme Taylortv rozvoj a aplikujme jej na veli€iny v konstitutivnich vztazich:

N g N
- 1 {O"h(X,T " 1 = o "
h(X,T)E:n,< o )> ety =3 S R (£ -
n=0 =t n=0

Materialovy vztah ve tvaru funkcionalu

T(2)(X,t) = (g [C(X)T),T(X,T),G(X,T)}

<t
pak muze byt vyjadfen ve tvaru funkce

0, < - . (N) . ™~ Lo (N) material rychlostniho typu
T( )(X,t) :T(2) C, C,..., C ,T,T,..., T ,G,G,..., G «— StupnéN

Analogicky muzeme funkcional v konstitutivnim vztahu pro Cauchyho tenzor napéti
6%, 1) =R(X,1)- F [C(X,7),T(X,7),G(X,7)| - RT(X,1)
T_

nahradit funkci
(N) . (N) _ -, =

t(X,t) =R(X,t)-t (cc C,T,T,.., T ,GG,.., G) RT(X,1)



Materialova symetrie

(6.75)
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(6.70)



Reprezentacni teorémy pro izotropni funkce

Skalarni izotropni funkce vektoru U a tenzoru S je definovana predpisem

a(v,8) =a(Q-7,Q-S- Q")

Konstitutivni
vztahy 12

pro vSechny ortogonalni tenzory Q . Izotropni funkce tedy nezavisi na slozkach vektoru v a tenzoru S ,

ale pouze na jejich invariantech.




v s , : , Konstitutivni
Reprezentacni teorémy pro izotropni funkce vztahy 12

Skalarni izotropni funkce vektoru U a tenzoru S je definovana predpisem

— — T
a(v,8) =a(Q-7,Q-S-Q")
pro vSechny ortogonalni tenzory Q . Izotropni funkce tedy nezavisi na slozkach vektoru v a tenzoru S ,
ale pouze na jejich invariantech. Nezavislé invarianty jsou nasledujici:

1 iz Cayley-
0.7, Is=uS, Ils=_[(trS)’~rS’], IIls=detS, §-5-7, 7-8*-7 L o st
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Reprezentacni teorémy pro izotropni funkce vztahy 12

Skalarni izotropni funkce vektoru U a tenzoru S je definovana predpisem

— — T
a(v,8) =a(Q-7,Q-S-Q")
pro vSechny ortogonalni tenzory Q . Izotropni funkce tedy nezavisi na slozkach vektoru v a tenzoru S ,
ale pouze na jejich invariantech. Nezavislé invarianty jsou nasledujici:

1 iz Cayley-
0.7, Is=uS, Ils=_[(trS)’~rS’], IIls=detS, §-5-7, 7-8*-7 L o st

|zotropni skalarni funkce muze byt tedy reprezentovana ve tvaru

CL(??, S) = CL(’U”(T,I&II&[II&’U‘ S 17,’17 S2 ’17)
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Reprezentacni teorémy pro izotropni funkce vztahy 12

Skalarni izotropni funkce vektoru U a tenzoru S je definovana predpisem

— — T
a(v,8) =a(Q-7,Q-S-Q")
pro vSechny ortogonalni tenzory Q . Izotropni funkce tedy nezavisi na slozkach vektoru v a tenzoru S ,
ale pouze na jejich invariantech. Nezavislé invarianty jsou nasledujici:

1 iz Cayley-
0.7, Is=uS, Ils=_[(trS)’~rS’], IIls=detS, §-5-7, 7-8*-7 AT

|zotropni skalarni funkce muze byt tedy reprezentovana ve tvaru

CL(??, S) = CL(’U"(T,I&I[&[II&U‘ S 17,’17 S2 ’17)

|zotropni vektorové a symetrické tenzorové funkce I;, T jsou definovany predpisem

Q-5(7,S)=bQ-7,Q-5-Q"), Q-T(S)-Q' =T(Q-7,Q-S-Q")
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Skalarni izotropni funkce vektoru U a tenzoru S je definovana predpisem
a(v,8) =a(Q-7,Q-S- Q)

pro vSechny ortogonalni tenzory Q . Izotropni funkce tedy nezavisi na slozkach vektoru v a tenzoru S ,
ale pouze na jejich invariantech. Nezavislé invarianty jsou nasledujici:

1 iz Cayley-
0.7, Is=uS, Ils=_[(trS)’~rS’], IIls=detS, §-5-7, 7-8*-7 AT

|zotropni skalarni funkce muze byt tedy reprezentovana ve tvaru

CL(??, S) = CL(’U"I?,[&I[&[II&’U‘ S ?7,’17 S2 ?7)

|zotropni vektorové a symetrické tenzorové funkce I;, T jsou definovany predpisem

Q-5(7,S)=bQ-7,Q-5-Q"), Q-T(S)-Q' =T(Q-7,Q-S-Q")

a mohou byt reprezentovany (bez odvozeni) nasledovné:

gzaoﬁ+a18-ﬁ+a282-'z7

T = CL()I + als + CL2S2 + CLg’lT@ ’17—|— a,Sy1 (S . U@ 77) + CL5(S2 ’ 17®U)7

kde

a; = a;(V- U, 1g, 11, I111g,¥-S - ¥,7-symS? - 7)



Priklad: I1zotropni elasticky material
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Priklad: I1zotropni elasticky material

PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

Konstitutivni
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Priklad: I1zotropni elasticky material

PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

1. Uplatnime pozZadavek materialové objektivity
Zavislost tenzoru napéti nemuze byt libovolna, ale musi mit nasledujici tvar, ktery zaru€uje, Zze konstitutivni vztah
je invariantni vu¢i zméné pozorovatele:

t=R- E(C) . RT , kde C = FT . F, R=F- (\/6)_1 (viz polarni rozklad)
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Priklad: I1zotropni elasticky material

PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

1. Uplatnime pozZadavek materialové objektivity
Zavislost tenzoru napéti nemuze byt libovolna, ale musi mit nasledujici tvar, ktery zaru€uje, Zze konstitutivni vztah
je invariantni vu¢i zméné pozorovatele:

t=R- E(C) . RT , kde C = FT . F, R=F- (\/6)_1 (viz polarni rozklad)

2. Uplatnime pozadavek izotropie
Aby material byl izotropni, musi byt t izotropni funkci C. Podle véty o reprezentaci izotropni funkci pak musi platit

t=R- (CLOI +a,C + CLQCQ) . RT, kde ag, a1, as jsoufunkce invariantt Io, [1o, I11o,
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Priklad: I1zotropni elasticky material

PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

1. Uplatnime pozZadavek materialové objektivity
Zavislost tenzoru napéti nemuze byt libovolna, ale musi mit nasledujici tvar, ktery zaru€uje, Zze konstitutivni vztah
je invariantni vu¢i zméné pozorovatele:

t=R- E(C) . RT , kde C = FT . F, R=F- (\/6)_1 (viz polarni rozklad)

2. Uplatnime pozadavek izotropie
Aby material byl izotropni, musi byt t izotropni funkci C. Podle véty o reprezentaci izotropni funkci pak musi platit

t=R- (CLOI +a,C + CLQCQ) . RT, kde ag, a1, as jsoufunkce invariantt Io, [1o, I11o,

coz lze dale upravit do tvaru (viz uplné dole):

_ 2 _ 1.7 T . < Obecny reologicky vztah
t aOI - alb - a2b , kde b F-F" a @; az(]b’ ]]b’ [[Ib) pro izotropni elasticky material

b=F-FF=V2=VT.V=R.F'.F-RT=R-C-RT, b’=R-C-R*-R-C-R*=R.C2.R”

Tenzory C a b maji stejné invarianty, nebot tenzory V a U maji stejna vlastni Cisla.
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PozZadujeme, aby napétovy tenzor
(i) zavisel pouze na okamzitém deformacnim gradientu a (ii) nezavisel na teploté a deformacni minulosti.

t = t(F)

1. Uplatnime pozZadavek materialové objektivity

Zavislost tenzoru napéti nemuze byt libovolna, ale musi mit nasledujici tvar, ktery zaru€uje, Zze konstitutivni vztah
je invariantni vu¢i zméné pozorovatele:

t=R- E(C) . RT , kde C = FT . F, R=F- (\/6)_1 (viz polarni rozklad)

2. Uplatnime pozadavek izotropie

Aby material byl izotropni, musi byt t izotropni funkci C. Podle véty o reprezentaci izotropni funkci pak musi platit

t=R- (CLOI +a,C + a;QCQ) . RT, kde ag, a1, as jsoufunkce invariantt Io, [1o, I11o,

coz lze dale upravit do tvaru (viz uplné dole):

_ 2 _ 1.7 T . < Obecny reologicky vztah
t aOI - alb - a2b , kde b F-F" a @; az(]b’ ]]b’ [[Ib) pro izotropni elasticky material

Odvozeni v Lagrangeoveé tvaru

1. Pouzijeme tvar konstitutivni rovnice pro P-K2 splfiujici podminku objektivity: T'(2) — T(2) (C)

2. Uplatnime pozadavek izotropie

Obecny reologicky vztah
pro izotropni elasticky material
v Lagrangeové tvaru

T® = gl + a;C + axC? kde, a; = a;(Ic, 1o, I11e)

b=F-FF=V2=VT.V=R.F'.F-RT=R-C-RT, b’=R-C-R*-R-C-R*=R.C2.R”

Tenzory C a b maji stejné invarianty, nebot tenzory V a U maji stejna vlastni Cisla.
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Priklad: Hookuv zakon

Konstitutivni vztah pro izotropni elasticky material je dan predpisem t = aOI + alb —+ a2b2.

b=F.F
Pfedpokladejme, ze deformace je mala, tj.

b=F - F'=1I+H) - I+H)Y ' ~=I+h") - T+h))Y' =~=I+h+h’ =1+2¢
é=:(h+h™) =1 {gradﬁ—k(gradﬁ)rr}

b=1+2¢

b’ =1+ 4é

I=trb=tr(F-F')~tr(I+28)=3+2tré

II, =3+ 4tre, I1[,=1+2tre

t= CL()I + Cblb + a2b2 ~ (Cl + CQtI' é)I -+ (03 + C4t1' é) (I + Qé) + (05 + C’Gtr é) (I + 4é) =

t=A(diva)l + p [grad u+(grad f[[)T} < Hookav zakon
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Kinematickou podminku budeme chapat jako geometrické omezeni mnoziny vSech myslitelnych
pohybu. Kinematicka podminka je tedy zpravidla néjaka vazba, kterou musi spliiovat deformacéni

gradient,
AMF)=0
Tuto vazbu mizeme s ohledem na pozadavek materidlové objektivity vyjadfit ve tvaru A(C) = 0.

V pfipadé kinematické podminky je tfeba modifikovat princip determinismu. Postulujme, Ze jenom ¢ast
napétového tenzoru souvisi s historii deformace. V reologické rovnici pak dostaneme pfidavny €len:

t=m+F(F,T,G)
Napéti t —  je jednoznacne urCeno pohybem materialu, zatimco 7T reprezentuje napéti generovaneé
kinematickou podminkou. Pfedpokladame, ze toto napéti nekona zadnou praci, tj.

w:d=0
Pro PK-2 pak muzeme psat T® =II+ G(C,T, é) a podminku 7 : d = 0 dostaneme ve tvaru
1 1

1 L
—nm:d="(F-II-FO: Z(FT.C.-F 1) =
0=m:d=—( )i 5FTCF )=

5 IM:C) — II:C=0

oN . o\ o\
aCKLCKL—%.C—O — H—Oé%

UvaZujme nyni nestlagitelny materidl, tj. kinematickou podminku ve tvaru A\(C) =detC — 1 = 0.

Potom IT = ag—é = a%(det C—1)=a(detC)C™' =aC™" kdejsme pouziliidentitu diA(det A) = (det A) AT

Zavedme ,tlak” jako p = —a . Reologické vztahy pro nestlacitelny material pak mizeme psat ve tvaru

Derivaci kinematické vazby podle Casu dostaneme

T® = —pC'+G(C,T,G), t=—pl+FF,T,G)




