Mechanika kontinua — cast 2
Geometrie deformace -
pokracovani




V dnesni prednasce:

« Vztahy pro diferencialni operatory ve ,velkych“ a ,malych” soufadnicich



V dnesni prednasce:

Vztahy pro diferencialni operatory ve ,velkych® a ,malych“ souradnicich

Polarni rozklad deformac¢niho tenzoru na rotacni a deformacni ¢ast
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V dnesni prednasce:

Vztahy pro diferencialni operatory ve ,velkych® a ,malych“ souradnicich

Polarni rozklad deformacniho tenzoru na rotacni a deformacni ¢ast
T = x(X,t) ... popisuje pohyb télesa

dZ2=F - -dX ... zahrnuje deformaci i rotaci

F=R-U=V-R - polarirozklad

Prehled objektu, které pouzivame k popisu deformace
Tenzor deformace a interpretace jeho slozek

Zmény objemu a plochy pfi deformaci



Diferencialni operatory v prostorovych a materialovych souradnicich

Notace
Operatory piSeme velkym nebo malym pismenem podle toho, zda derivujeme podle materialovych

(X1, X2, X3) nebo prostorovych (z1, T2, T3) soufadnic:
0 0

Grad = EKi(X) grad = eki@) Div = EK div = eka
xk

0Xk Oxy, 0Xk '

Indexy psané velkymi/malymi pismeny znaci slozky v bazi {EK}/{gk}
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Diferencialni operatory v prostorovych a materialovych souradnicich

Notace
Operatory piSeme velkym nebo malym pismenem podle toho, zda derivujeme podle materialovych

(X1, X2, X3) nebo prostorovych (z1, T2, T3) soufadnic:

- 0 0 0 0
d=FEx—— d=¢é& — Div= Br——  div = &.—.
Gra K@XK@)’ gra; ek@azk@’ iv K@XK , div ekﬁazk

Indexy psané velkymi/malymi pismeny znaci slozky v bazi {EK}/{gk}
Plati nasledujici vztahy:

grad e =F 1 .Grad e

dive=F"T:CGrad e

div grad e = F ' - F~7 : Grad Grade + divF™7 - Grad e
Grad e = FT . grad e

Div e =F7 : grad e

Div Grad e = F - F? : grad grade + DivF”? - grad e

div 7 =FT: Grad V
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DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

04




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

0 - 0X
Tk (€x ® Fk) - L

E’ —
8XK 833[ ( L®el)

Dikaz: F-F~ 1 =




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

09% . — 6XL — - 09% 6XL

(€ @ Ex) - 5 =B ®6) = 555

- E . E -
e o2, (e ® Ek) - (EL ®é))

Dikaz: F-F~ 1 =




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

09% . — 6XL — - 0xk 6XL

. 1D —
8XK (ek ® EK) 8xl ( L® 61) (9XK 8xl

Okr(€r ® €)

Dikaz: F-F~ ' = (€ Q@ Eg) - (EL®¢&) =

85[% 8XL
8XK 83:;




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

_ 09% 6XL —

° : . 1 — — . E —
Dukaz: F - F DX (ek X EK) oz, ( L & 61)
. 85[% 8XL o Sy 8£Uk 8XK - -

- 0Xg Oy o1 (& ® &) = 0Xk Oz (6 ® &)

. 0xk 6XL
- (9XK 8xl

(

—

€k

®Ex) (EL®é&) =
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DalSi uzitecné vztahy

F-Fl=F'!.F=1I

09% . — 6XL — - 0xk 6XL

. 1D —
8XK (ek ® EK) 8xl ( L® 61) (9XK 8xl
- - 8£Uk

. (9£Uk 8XK _ Y% -
- 8XK 8331 (ek ®€l) - 8.27[ (ek ®6l)

Dikaz: F-F1 = (€ Q@ Eg) - (EL®¢&) =
8£Ck 8XL 5

= 9x. o, (xr(G@8)




DalSi uzitecné vztahy

F’F_le_l.F:I

axk 5, ] 0XL = - 0xk 0X,

: E =
DX o (€x ® Ex) o, (EL ®e)) X, )
- - 8£Uk

by, 0X e
= 8)321:{ 8335{ (ek ® el) = 8—$l(€k ® el) = 5kl(€k ® el) — I

bukaz: - F™% = (€ ® EK) : (EL ®€) =
8£Uk 8XL .

- X O, Oxr(er ® &)




DalSi uzitecné vztahy

09% . — 6XL — SN 0xk 6XL
ox Ok © Bre) g H(EL®a) =
(%k 8XK

B 8XK 8xl

Dikaz: F-F~ 1 =

. 8£Ck (9XL 5 =
B 8XK 83:; 5KL(ek ®el)

— —

(ek X el) = a—(ek X 61) = 5kl(6k X 61) =1
x

L= JFT, Div(JF ) =0, div(J'F) =0, kde J = detF

— — —.

JAxB)-C=[F-A) x (F-B)]-(F-C)




DalSi uzitecné vztahy

04

F-Fl=F'!.F=1I

dJ
dF

— —

—— =JF T Div(JF!)=0, div(J7'F)=0, kde J:=detF

J(AxB)-C=|[(F- -B)]-(F-C)

Dukaz prvniho tvrzeni:

dJ 0J

B ( 1 %)
dF  OF;

€; & 7) 3!€KLM€kz OF;,

(Frx Fin Fomr) (€5 ® EJ) =




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl1=F1.F=I

04

dJ

—

JAxB)-C=[(F-A) x (F-B)]-(F-C)

== JF T Div(JF1) =0, div(J7'F) =0, kde J:=detF

Dukaz prvniho tvrzeni:

dJ  9J (5@5)—1 9

(Frx FipFon) (€5 ® EJ) =

1 OF OF, oF,, .
= yEKLMCkim ( K FiLF s + Frx == Frong + Fex Fiz M> (€ ®

OF;, OF;; OF;,




DalSi uzitecné vztahy

F-F!1=F'!'.F=1

04

dJ

—

JAxB)-C=[(F-A) x (F-B)]-(F-C)

== JF T Div(JF1) =0, div(J7'F) =0, kde J:=detF

Dukaz prvniho tvrzeni:

0T oy L 9

(Frx FipFon) (€5 ® EJ) =

1 OFyk 0Fr OF =
3'€KLM€kl <6F]J 1L mm + kKaF]J M+ Pl OF,, (€; ® Ey)

1 L.
= §€KLM€kzm(5'k5JKELFmM + 05070 Fex Fonnt + Oim0im Frc Fir) (€5, @ Ey) =




DalSi uzitecné vztahy

F-F!1=F'!'.F=1

04

dJ

== JF T Div(JF1) =0, div(J7'F) =0, kde J:=detF

—

JAxB)-C=[(F-A) x (F-B)]-(F-C)

Dukaz prvniho tvrzeni:

dJ oJ - 1 0
JF~ OF, (€, @ Ey) = 37 KLY Ekim
J

(Frx FipFon) (€5 ® EJ) =

OF;;
1 OFyk OFL OF s =
3] CKLMERI (6}7}] ILEmM + UkK 75— oF,, M+ kg HIL OF,; (€ J)

1 L.
= §€KLM€kzm(5'k5JKELFmM + 05070 Fex Fonnt + Oim0im Frc Fir) (€5, @ Ey) =

1

= §€JLM6jlm17lLFmM (€5 ® Ey)




DalSi uzitecné vztahy

F-Fl1=F1.F=I

04

dJ

== JF T Div(JF1) =0, div(J7'F) =0, kde J:=detF

—

JAxB)-C=[(F-A) x (F-B)]-(F-C)

Dukaz prvniho tvrzeni:

dJ oJ - 1 0
il o (€@ Ey) = 3 EKLM Ekim
J

(Frx FipFon) (€5 ® EJ) =

OF;;
1 OFyk OFL OF s =
3] CKLMERI (6}7}] ILEmM + UkK 75— oF,, M+ kg HIL OF,; (€ J)

1 L.
= §€KLM€kzm(5'k5JKELFmM + 05070 Fex Fonnt + Oim0im Frc Fir) (€5, @ Ey) =

1

= §€JLM€jlmELFmM (é} X EJ) = cofactor(F) = JF_T




Polarni rozklad deforma€niho gradientu

Analogie polarniho rozkladu komplexniho &isla: 2z = - + iy = 7€', kde 1 = \/22 4+ 42, ¢ = arctan(y/z)

05

Linearni transformaci d¥ = F - d X |ze rozlozit do dvou krokl, odpovidajicich natazZeni a rotaci:

referencni kok?miité
konfigurace . onfigurace
Kt

ko ( FdX ) gz—F.4x
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Polarni rozklad deforma€niho gradientu

Linearni transformaci d¥ = F - d X |ze rozlozit do dvou krokl, odpovidajicich natazZeni a rotaci:

referencni kok?mzna
konfigurace A onfigurace

— K
ko (LdX ) gz=F.qxX t

Véta o polarnim rozkladu tenzoru F (det F = 0) :

F=R-U=V-R

kde
1.U a V jsou symetrické a pozitivné definitni tenzory.

2. Tenzor R je ortogonalni, . R‘RT = RT-R = I, ajedna se tedy o rotaéni tenzor.

3. U, V a R jsou uréeny jednoznacné.

4. U a V maji stejna vlastni Cisla. Je-li k vlastni vektor matice U, pak R - k je vlastni vektor matice V.




Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, Zze R je rotaéni matice.
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.
A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.

A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .

Dukaz: Krok 1

Zavedme tenzor C := FT . F .
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.
A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .
Dukaz: Krok 1

Zavedme tenzor C := F! . F

Plati,2e detF #0=F-v#0 pro o7 #0.
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"

(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.

A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .

Dukaz: Krok 1

Zavedme tenzor C := FT . F .

Plati,ze detF #0=F -7 #0 pro ¢ #0.

Potom 0 < (F-9)-(F-%) = v-F'-F-¥ = ¥-C-¥ — C je pozitivné definitni.
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.

A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .

Dukaz: Krok 1
Zavedme tenzor C := FT . F .
Plati,2e detF #0=F-v#0 pro o7 #0.

Potom 0< (F-9)-(F-¢) = - F'.F-¢ = ¢-C-¥ — C je pozitivné definitni.

Zavedme dale tenzory

U:=vVC=VFT.F, V:=vb=VF-FT
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.
A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .
Dukaz: Krok 1

Zavedme tenzor C :=FT . F .

Plati,2e detF #0=F-v#0 pro o7 #0.

Potom 0< (F-9)-(F-¢) = - F'.F-¢ = ¢-C-¥ — C je pozitivné definitni.

Zavedme dale tenzory

U:=vVC=VFT.F, V:=vb=VF. FT
A A

Right stretch tensor Left stretch tensor
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Polarni rozklad deformacniho gradientu — dikaz

Dukaz provedeme tak, ze ,uhadneme* tvar matic U a V a pak ukazeme, ze R je rotaéni matice.
PFi dikazu pouZijeme nasledujici vlastnosti a vztahy:

(A-B) =BT. AT

(A-B)'=B1'. A"

(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplatt R™' = R?”, R- R’ =1.

A - AT je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S* =S, S™' =871 .

Dukaz: Krok 1

Zavedme tenzor C := FT . F .

Plati,ze detF #0=F -7 #0 pro ¢ #0.

Potom 0 < (F-9)-(F-%) = v-F'-F-¥ = ¥-C-¥ — C je pozitivné definitni.

Zavedme dale tenzory

U:=vVC=VFT.F, V:=vb=VF. FT
A A

Right stretch tensor Left stretch tensor

Nyni ukazeme, Ze pro takto zavedené Ua Vjevztah F =R -U =V - R splnén a R rota¢ni matice.

06
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(A-B)Y =BT. AT
(A-B)'=B1. A
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplati R™' =R, R- R =1
A - AT je symetricka matice.

Napovéda

Pro symetrickou matici plati S” =S, S =871

T




Krok 2:

Dokazované tvrzeni ma tvar:
F=R-U

Tenzory U a V jsme zavedli nasledovné:

U:=VC=VFT.F

Nyni zavedeme tenzory
R=V'.F, R:=F.-U"!
a ukazeme, ze

R-R"=1, R=R

(A-B)Y =BT. AT
(A-B)'=B1'. A
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Napovéda

Pro rotagni matici plati R™' =R, R-R” =

A - A7 je symetricka matice.

07

I.

Pro symetrickou matici plati S” =S, S =871
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Krok 2: (AB)T:BTAT
D . . _ Napovéda
okazované tvrzeni ma tvar: (A ) B)—l _Bl. A1
F=R-U
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Tenzory U a V jsme zavedli nasledovné: _
JC - ViTF Pro rotaéni maticiplati R™' =R’, R-R” =1.
U=vC=VvF -F A - A7 je symetricka matice.

. QT ~1 —T
Nyni zavedeme tenzory Pro symetrickou maticiplati S* =S, ST =S .

R=V'.F, R:=F .U

a ukazeme, ze

R-R"=1, R=R

Krok 3:

RR'=FU Y FUHNY=FU'UHF =FU*F'=FF' F)"F'=FF ' F1.F'=I
tenzor?e symetricky

a analogicky pro R. Ra R jsou tedy ortogonalni maticeaplati F =R - U=V . R.



Krok 2:

Dokazované tvrzeni ma tvar:
F=R-U

Tenzory U a V jsme zavedli nasledovné:

=VC=VFT.F

Nyni zavedeme tenzory
R=V'.F, R:=F.-U"!
a ukazeme, ze

R-R"=1, R=R

Krok 3:

RR? = (F-U™). (F-Ii‘l)Tz F-(ULU"

tenzor je symetricky

1)’FT

07

A B =BT . AT

( ) Napovéda
(A-B)'=B1. A
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplati R™' =R, R- R =1

A - A7 je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S

=FU2F'=

F-(FT.F)"L.FT =

T:S S_1:S_T

F-FLF1.F' =1

a analogicky pro R. Ra R jsou tedy ortogonalni maticeaplati F =R - U=V . R.

Nyni ukazeme, 2e R = R :
F=R-U=V-R=R-RT)-V.R
C=FI.F=U’=R-U)T - R-U

R-(R"
U-

-V -R)
T"R)- U=



Krok 2:

Dokazované tvrzeni ma tvar:
F=R-U

Tenzory U a V jsme zavedli nasledovné:

=VC=VFT.F

Nyni zavedeme tenzory
R=V'.F, R:=F.-U"!
a ukazeme, ze

R-R"=1, R=R

Krok 3:

RR? = (F-U™). (F-Ii‘l)Tz F-(ULU"

tenzor je symetricky

1)’FT

07

A B =BT . AT

( ) Napovéda
(A-B)'=B1. A
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D

Pro rotaéni maticiplati R™' =R, R- R =1

A - A7 je symetricka matice.

Pro symetrickou matici plati S

=FU2F'=

F-(FT.F)"L.FT =

T:S S_1:S_T

F-FLF1.F' =1

a analogicky pro R. Ra R jsou tedy ortogonalni maticeaplati F =R - U=V . R.

Nyni ukazeme, 2e R = R :
F=R-U=V.-R=R-RT).V.
C=F'.F=U?2=R-U)T. (R

Vlastni ¢isla a vektory: A\p = U -

pP=(V-R)-p=V-(R-p)

.. matice U a V tedy maji stejna vlastni Cisla.



Polarnirozkladtenzoru F =R - U=V - R

U=vVC=VFT.F
V=vb=VF-FT
R=V'.F=F -U"'

08




Polarnirozkladtenzoru F =R - U=V - R

U=vVC=+VFT.F
V=vb=+VF.FT
R=V'!'.F=F.U!

Vypodet vlastnich &isel a odmocniny tenzoru C

1 t 0
C=FT.F=| t t2+1 0
0 0 1

08




Polarnirozkladtenzoru F =R - U=V - R

U=vVC=+VFT.F
V=vb=+VF.FT
R=V'!'.F=F.U!

Vypodet vlastnich &isel a odmocniny tenzoru C

1t 0
C=F'-F=|1t t2+1 0
0 0 1
1—A t 0
det(C — M) = det t  t2+1-X 0 =0
0 0 1— A\

Y
charakteristicka matice

08




Polarnirozkladtenzoru P = R - U=V - R

U=vVC=+VFT.F
V=vb=+VF.FT
R=V'!'.F=F.U!

Vypodet vlastnich &isel a odmocniny tenzoru C

1t 0
C=F'-F=|1t t2+1 0
0 0 1
1—A t 0
det(C — M) = det t  t2+1-X 0 =0
0 0 1— A\

Y
charakteristicka matice

(1—=X) (t2 +1-XN)(1-X)— t2(1 —A) =0 charakteristicky polynom

08




Polarnirozkladtenzoru P = R - U=V - R

U=vVC=+VFT.F
V=vb=+VF.FT
R=V'!'.F=F.U!

Vypodet vlastnich &isel a odmocniny tenzoru C

1t 0
C=F'-F=|1t t2+1 0
0 0 1
1—A t 0
det(C — M) = det t  t2+1-X 0 =0
0 0 1— A\

Y
charakteristicka matice

(1—=X) (t2 +1-XN)(1-X)— t2(1 —A) =0 charakteristicky polynom
(I=N[N=At*+2)+1] =0

08




Polarnirozkladtenzoru P = R - U=V - R

U=vVC=+VFT.F
V=vb=+VF.FT
R=V'!'.F=F.U!

Vypodet vlastnich &isel a odmocniny tenzoru C

1t 0
C=F'-F=|1t t2+1 0
0 0 1
1—A t 0
det(C — M) = det t  t2+1-X 0 =0
0 0 1— A\

Y
charakteristicka matice

(1—=X) (t2 +1-XN)(1-X)— t2(1 —A) =0 charakteristicky polynom
(I=N[N=At*+2)+1] =0

2 +2+ /(2 +2)2—4 vdechna viastni ¢isla
, A3=1 > jsou kladna

A2 =

[\

08




Al =

242+ ,/(t2+2)2—4

)

A3

1

09




242+ /(2 + 2)?

—4

Ao = 5
Urcéeni vlastnich vektort
1 — )\
(C—\I)-p; = t
0

7)‘3:

t
2+1-N\
0

1

0
0
1=\

Pi1
Di2
Di3

=0,

i=1,2,3
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242+ ,/(t2+2)2—4

A2 = 5 , A3=1
Urcéeni vlastnich vektort
1— )\z t 0 | Pi1
(C—=N\I)-p; = t  t*+1-XN 0 po | =0, ¢1=1,2,3
0 0 1=\ Di3

UkaZzeme pouze pro Aq :

(1 —X)p11 +tp12a =0 it
tpn+ (2 +1—=X\)pa=0 —> urtime | pi2
(1—=X)p1s=0 P13
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)\1,2 = 5 , A3=1
Urcéeni vlastnich vektort
1— )\z t 0 | Pi1
0 0 1=\ Di3
UkaZzeme pouze pro Aq :
(1 —X)p11 +tp12a =0 P11
tpn+ (2 +1—=X\)pa=0 —> urtime | pi2
(1—=X)p1s=0 P13
P11 P21 P31 A0 00 P11 P12 P13
C=| pi2 p2e D32 0 X O D21 D22 P23
P13 P23 P33 0 0 Az P31 P32 P33

i=1,2,3

Jordanuv rozklad
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242+ ,/(t2+2)2—4

A2 = 5 , A3=1
Urcéeni vlastnich vektort
1— )\z t 0 | Pi1
(C—=N\I)-p; = t  t*+1-XN 0 po | =0, ¢1=1,2,3
0 0 1=\ Di3

UkaZzeme pouze pro Aq :

(1 —X)p11 +tp12a =0 it
tpn+ (2 +1—=X\)pa=0 —> urtime | pi2
1

(1 —=XA)p13=0 P13
P11 P21 P31 A 000 P11 D12
C=| pi2 p2e D32 0 X O D21 D22
P13 P23 P33 0 0 Az P31 D32
P11 P21 P31 vAa 0 0
U=VC=| pi pn px 0 VA2 O
D13 P23 P33 0 0 VA3

P13
D23 Jordanuv rozklad

D33

P11 P12 D13
D21 P22 D23
P31 P32 P33
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242+ ,/(t2+2)2—4

A2 = 5 , A3=1
Urcéeni vlastnich vektort
1— )\z t 0 | Pi1
(C—=N\I)-p; = t  t*+1-XN 0 po | =0, ¢1=1,2,3
0 0 1=\ Di3

UkaZzeme pouze pro Aq :

(1 —X)p11 +tp12a =0 it
tpn+ (2 +1—=X\)pa=0 —> urtime | pi2
1

(1 —=XA)p13=0 P13
P11 P21 P31 A 000 P11 P12 P13
C= P12 P22 P32 0 X O P21 P22 P23 Jordanuv rozklad
P13 P23 P33 0 0 Az P31 P32 P33
P11 P21 P31 VA1 0 0 P11 P12 D13
U=VC=| p2 pn pn 0 VA O D21 P22 D23
D13 P23 P33 0 0 VA3 D31 P32 P33

V a R pak uréime pfimo z polarnihorozkladu F =R - U=V - R :
R=F.-U'! V=R.-U-R?
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Popis deformace

ds? =di-di = (F-dX)- (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
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Popis deformace
(dX -FT). (F-dX)=dX - (FT-F).-dX

a-A-
ds2=df-d:z=(F-d)?)-(F-dX')idX-c iX L C

b=A:(b®a)

: (dX @ dX)
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Popis deformace
(dX -FT). (F-dX)=dX - (FT - F)-dX

a-A-
ds2=df.d:5=(F-d)?)-(F-dX)idX-c-dXic:(d)?@d)?)

10

C(X,t):=F".F =U?

Greenuv deformacni tenzor
C FoF aaﬁk axk right Cauchy-Green deformation tensor
1J = Lr1t'kg = Xk, IXk,J = , :
8XI 8XJ nebo Green’s deformation tensor

Ya w1l T _ -1
B(X’ t) =F F =C PiolGv deformacni tenzor
8XI 8XJ Piola (nebo Finger) tensor

BIJ = (terminologie neni ustalena)
(9$k (%k
= N T _ w2 : . .
b(x, t) =F-F =V Fingeruv deformacni tenzor
or: OT. left Cauchy-Green deformation tensor
bi — ¢ J nebo Finger deformation tensor
J 8XK aXK (terminologie neni ustalena)
= T -1 _ 1.—1
c(7,t):=F" -F  =b Cauchyho deformaéni tenzor
00Xk 0X ki Cauchy deformation tensor
Cij = nékdy také Piola nebo Finger tensor

8:1% 8a:j




Popis deformace

(dX -FT). (F-dX)=dX - (FT - F)-dX

a-A-
ds2=df.d:5=(F-d)?)-(F-dX)idX-c-dXic:(d)?@d)?)

10

C(X,t):=F".F =U?

Greenuv deformacni tenzor
right Cauchy-Green deformation tensor
nebo Green’s deformation tensor

Pioltv deformaéni tenzor
Piola (nebo Finger) tensor
(terminologie neni ustalena)

Fingeruv deformacni tenzor

left Cauchy-Green deformation tensor
nebo Finger deformation tensor
(terminologie neni ustalena)

(%k (%sk
IJ kIl kg — Xk, IXk,J X, 0X,
B(X,¢t):=F ' . FT=C"!
0X10X;
By =
(9$k (%k
b(Z,t) :=F-Fl =V?
@ZE'Z' 8xj
bij =
00X 0X ki
c(@,t)=F 1. F!1=p"!
L OXk 0Xk
Yo 8:1% 8a:j

Cauchyho deformacni tenzor

Cauchy deformation tensor
nékdy také Piola nebo Finger tensor

dS? =dX -dX = (F.dz) - (F - d?) =dZ-c-dz = c: (dT ® d7)




Tenzor deformace
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Tenzor deformace

ds? =dz-df = (F-dX) - (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
dS? =dX -dX = (F - dz)- (F ' - df) =dZ-c-dz = c: (df ® dT)
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Tenzor deformace

ds? =dz-df = (F-dX) - (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
dS? =dX -dX = (F - dz)- (F ' - df) =dZ-c-dz = c: (df ® dT)

2 T o v s symetrické tenzory,
C(X, t) = F' . F Greenlv deformacni tenzor < narozdil od F pouze

c(Z,t) := FT.p1! Cauchyho deformacni tenzor 6 nezavislych slozek




Tenzor deformace

ds? =dz-df = (F-dX) - (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
dS? =dX -dX = (F - dz)- (F ' - df) =dZ-c-dz = c: (df ® dT)

2 T o v s symetrické tenzory,
C(X) t) = F' . F Greenlv deformacni tenzor < narozdil od F pouze
c(f, t) —FT.p! Cauchyho deformacni tenzor 6 nezavislych slozek

Rozdil &tverct:  ds* — dS* =dX - (C—1)-dX =di- (I —c)-d7

E()?, t) = %(C —1I) lagrangeovsky tenzor deformace (Lagrangian strain tensor)

e(r,t) := %(I — ) eulerovsky tenzor deformace (Eulerian strain tensor)

ds? —dS? =dX - 2E - dX = dZ - 2e - dZ
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Tenzor deformace

ds? =dz-df = (F-dX) - (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
dS? =dX -dX = (F - dz)- (F ' - df) =dZ-c-dz = c: (df ® dT)

2 T o v s symetrické tenzory,
C(X, t) = F' . F Greenlv deformacni tenzor < narozdil od F pouze

c(T.t) := F7T.p1 Cauchyho deformacni tenzor 6 nezavislych sloZek

Rozdil &tverct:  ds* — dS* =dX - (C—1)-dX =di- (I —c)-d7

E()?, t) :== +(C —1I) lagrangeovsky tenzor deformace (Lagrangian strain tensor)

|

e(Z,t) := %(I — ) eulerovsky tenzor deformace (Eulerian strain tensor)

ds? —dS? =dX - 2E - dX = dZ - 2e - dZ

Poznamka:
George Green (1793 — 1841, Anglie, matematicky fyzik)

Gabrio Piola (1794 — 1850, Italie, matematicky fyzik)
Josef Finger (1841 v Plzni-1925, vystudoval matematiku a fyziku na UK, pozdéji rektor Technische Hochschule ve Vidni)



Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru d X :
L dX
K =—
dS
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru d X :

L dX
K :=—
dsS
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS
Egy=—"gg

as
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)

E12 = E21; E13 = E31, E23 = E32 SmkaVé deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dXx:
gt
ds _
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS
ds
Z definice tenzoru E plyne

ds* —dS? =dX -2E-dX = (K - 2E - K) dS? —

Egy =

ds?> — dS?
dS?

=K-2E-

K
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru d X :

L dX
K :=—
dsS _
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS
Egy=—"gg

ds
Z definice tenzoru E plyne

ds* —dS? =dX -2E-dX = (K - 2E - K) dS? —

H_J
ds®* — dS? ds —dS\ [(ds+dS ds —dS\ (ds—dS
52 :( as )< ds )Z( ds )( ds +2>:E<R>(E<f?>+2)
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dXx:
gt
ds _
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS
ds
Z definice tenzoru E plyne

ds* —dS? =dX -2E-dX = (K - 2E - K) dS? —

H_J
ds®* — dS? ds —dS\ [(ds+dS ds —dS\ (ds—dS
52 :( as )< ds )Z( ds )( ds +2>:E<R>(E<f?>+2)

Méme tedy rovnici E(R)(E(I?) +2) — K-2E-K =0

Egy =
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

FEh1, Ese, Ess normalova deformace (normal strain)
Eis = Es, Fi3 = E31, By = E3y smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dX:

L dX

K. =—

dsS .
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS

B =45

Z definice tenzoru E plyne

H_J
ds?> — dS? ds — dS ds +dS ds — dS ds — dS
sz ( ds ) < ds ) - ( s ) ( s +2> = Eg)(Eg)+2)

Mame tedy rovnici E(R)(E(f?) +2) — K-2E-K =0 , jejiz fyzikalni feseni je

—

— K. 2E - K
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

FEh1, Ese, Ess normalova deformace (normal strain)
Eis = Es, Fi3 = E31, By = E3y smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dX:

L dX

K. =—

dsS .
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS

B =45

Z definice tenzoru E plyne

H_J
ds?> — dS? ds — dS ds +dS ds — dS ds — dS
sz ( ds ) < ds ) - ( s ) ( s +2> = Eg)(Eg)+2)

Mame tedy rovnici B z(Ez, + 2) — K -2E- K = 0, jejiz fyzikalni feeni je

—

— K. 2E - K

/)

Y
—

kladné ¢éislo: 1+ K -2E-K=14+K-(C-I)- K=K-C-K >0
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Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:
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Eis = Es, Fi3 = E31, By = E3y smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dX:

L dX

K. =—

dsS .
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS

B =45

Z definice tenzoru E plyne

H_J
ds?> — dS? ds — dS ds +dS ds — dS ds — dS
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kladné ¢éislo: 1+ K -2E-K=14+K-(C-I)- K=K-C-K >0

12




Diagonalni slozky tenzoru deformace — zmény délky

Tenzory E a e jsou symetrické a maiji tedy 6 nezavislych sloZek:

Eiq, Ey, Ess normalova deformace (normal strain)
Eio = E21; Fi3 = E31, Eos = Fs3o smykova deformace (shear strain)

Zavedme jednotkovy vektor ve sméru dXx:
gt
ds _
Relativni zmé&na délky (extension, elongation) ve sméru d_X je pak:
ds — dS
ds
Z definice tenzoru E plyne

ds* —dS? =dX -2E-dX = (K - 2E - K) dS? —

H_J
ds®* — dS? ds —dS\ [(ds+dS ds —dS\ (ds—dS
52 :( as )< ds )Z( ds )( ds +2>:E<R>(E<f?>+2)

Mame tedy rovnici B z(Ez, + 2) — K -2E- K = 0, jejiz fyzikalni feeni je

Egy =

/)

Y

kladné ¢éislo: 1+ K -2E-K=14+K-(C-I)- K=K-C-K >0

Eqy=—-1++1+42En, Eg=-1++1+2E, Egy=—14+/1+2Es

... a analogicky pro tenzor e
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Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl
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Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2 E
g . X e dX® 3
Cds)? T ds®)




Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

13

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2 E
g . X e dX® s
dsm’ - dS®
, Ko
Uhel mezi témito dvéma vektory
v konfiguraci Kg je E,
dX®  4xX@
cos O

T dSm T 4s®




Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

13

Uvazujme dva sméry dané vektory
(1 v (2 E
g . X e dX® s
ds®’ - dS®
Uhel mezi t&émito dvéma vektory 70 S = an
- . . = E2 .:;'-—'
v konfiguraci Kg je E, |
IR0 gX@ =
cos © = SO

V dusledku deformace je tento uhel zménén na

dzV dz®  F.dXO F-dX® 4XO.C.dx®
ds@D ds@ ~ T ds@ T ds@ T dsWds® -

cos f =

— (K(l).c

. K®)

dSM 452
ds® ds@




Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2
g . X e dX®
ETTO = 5@

Uhel mezi t&mito dvéma vektory
v konfiguraci Kg je

dX® 4dx®@
T ds™ " 4s®

cos ©

13

V dusledku deformace je tento uhel zménén na

A7V 47®  F.4dXD F.4dX® 4XO.C.4dX®

S0 =T B® —  ds®

ds2)

dsMds(2)

ds—dS ds ds
E g = 73 =£—1—>d—i/:E(g)+l
1 2
_(R0.c. gy 984S T
ds) ds(2)



Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2
g . X e dX®
ETTO = 5@

Uhel mezi t&mito dvéma vektory
v konfiguraci Kg je

dX®  4xX@
~ ds® " ds®@

cos ©

13

V dusledku deformace je tento uhel zménén na

A2V dz®  F.dXO F.dX® 4XO.C.4dX®

S0 =T B® —  ds®

RO.C. R

ds2)

dsMds(2)

KO . (14 2E)- K®

(Bzy +D)(Eiy+1)  Vi+ KD .2E-EO 1+ K@ . 2E- RO

ds—dS d d
E g = SdS :%—1 N d—%/:E(mH
1 2
= (KW.C.-K®) ds® ds® _
ds) ds(2)



Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

13

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2 E
g . X e dX® s
dsm’ - dS®
, Ko
Uhel mezi témito dvéma vektory
v konfiguraci Kg je E,
dX®  4xX@
cos © = FEORPT®)
V dusledku deformace je tento uhel zménén na By = dsd_sds = 3—; -1 - j—; =Epg +1
A1) g7®  F.dXD F.dR®  4X0.C. 470 D gg@ V
cosH:dx .dx :F dX .F dX :dX C-dX :(I?(l)-C-[?(Q))dS()dS():
ds®)  ds2) ds®) ds?) dsMds(2) ds) ds(2)
KO.C.K® KO . (I+2E)- K®

(Bzy +D)(Eiy+1)  Vi+ KD .2E-EO 1+ K@ . 2E- RO

Zvolime-i KW =E,, K® =E, K©® =E,



Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhl

13

Uvazujme dva sméry dané vektory

(1 (2 E
I—(’(l) — dX( ) —»‘(2) — dX( ) L 3
dsm’ dS®
, Ko
Uhel mezi témito dvéma vektory
v konfiguraci Kg je E,
dX®  4xX@
cos © = FEORPT®)
V dusledku deformace je tento uhel zménén na By = dsd_sds = 3—; -1 - j—; =Epg +1
A1) g7 F.dR%0 F.4RO 4RO .C.dxe 1) gg@ Vv
cosg — ST 48D _F-dXO F-dX® _dXO.C-dXO _ ) o gy dSUdSO 7
ds®)  ds2) ds®) ds?) dsMds(2) ds) ds(2)
KO.C.K® KO . (I+2E)- K®

(Bzy +D)(Eiy+1)  Vi+ KD .2E-EO 1+ K@ . 2E- RO

zvolime-i KW =FE,, K® =E, K® =E; pak

, cosfi3 = , CoSfy3 =
V14 2By 1+ 285 V14 2B 1+ 233 V 1+ 25914 2E33

cos B19 =

... a analogicky pro tenzor e
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Zmény plochy

Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,

dA=dA N =dX® x dX®
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Zmény plochy
Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,
dA =dA N :=dXV x dX®

se po deformaci zméni na

da = da 7t := diM xdz® = (F - dXW)x (F - dX@)
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Zmény plochy
Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,
dA =dA N :=dXV x dX®

se po deformaci zméni na

da = da 7t := diM xdz® = (F - dXW)x (F - dX@)

- B)

viz str. 04

14




Zmény plochy

Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,
dA =dA N :=dX® x dX®
se po deformaci zméni na

da = da 7t := diM xdz® = (F - dXW)x (F - dX@)

v

14
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JFT.(Ax B)=(F-A)x (F-B)  Vizstr.04
|

JF T . (dXVxdX®)=JFT.d4



Zmény plochy

Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,

dA=dA N =dX® x dX®

-,

se po deformaci zméni na

da = da 7t := diM xdz® = (F - dXW)x (F - dX@)
a tedy

v

di = JF T .dA

JFT. (Ax B)=(F- A) x

(F-B)

viz str. 04

14

JF T . (dXVxdX®)=JFT.d4
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Zmény plochy

Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,

dA=dA N :=dX® x dX®
se po deformaci zméni na JET - (A% 1?) =(F-A)x (F-B)  vizstr. 04
v

da = da 7t := diM xdz® = (F - dXW)x (F - dX@)
a tedy

JF T . (dXVxdX®)=JFT.d4

di = JF T .dA

PiolGiv tenzor B, str. 10

Odvodme nyni vztah mezi skalary da a dA: |
(da)? = dd - dd = (JF~T - dA) - (JFT . dA) T JXdAN - (F1.FT).N
odkud .

JHAAXFT.N)- (FT.N)=J*dA?*N-F Y. (FT.N)

da=JVN-B-N dA
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Zmény plochy

Obecny orientovany element plochy pfed deformaci,

dA=dA N =dX® x dX®

_ L JFT.(Ax B) = (F- A)
se po deformaci zméni na |

v
dd = da 7 := diV xd7? = (F - dXV)x (F - dX?) =
a tedy

x (F-B)  vizstr.04

JF T . (dXVxdX®)=JFT.d4

di = JF T .dA

Piolav tenzor B, str. 10
Odvodme nyni vztah mezi skalary da a dA:

'
(da)? = dd - dd = (JF~T - dA) - (JFT . dA) T JXdAN - (F1.FT).N
odkud

JHAAXFT.N)- (FT.N)=J*dA?*N-F Y. (FT.N)
da=JVN-B-N dA

Dosazenim tohoto vztahu do vztahu pro dd ziskame relaci mezi vektory na N:

di=dai=(JVN-B-NdA)i=JF " dA=JFT.(dAN)=J(N F)dA




Zmény objemu

Srovnejme objem infinitesimalniho rovnobéznosténu pred deformaci,
dV .= (dXD x dX®?).dX®),

a po deformaci,

—

dv = (d7® x dZ@) - dz® = [(F - dXW) x (F - dX®)] - (F-dX®).

15




Zmény objemu

Srovnejme objem infinitesimalniho rovnobéznosténu pred deformaci,
dV .= (XD x dX®).dX®),
a po deformaci,

dv = (d7® x dZ@) - dz® = [(F - dXW) x (F - dX®)] - (F-dX®).

Pouzitim identity ze str. 04,

—,

JAxB)-C=[F-A) x (F-B)]-(F-C)




Zmény objemu

Srovnejme objem infinitesimalniho rovnobéznosténu pred deformaci,
dV .= (XD x dX®).dX®),

a po deformaci,

—

dv = (d7® x dZ@) - dz® = [(F - dXW) x (F - dX®)] - (F-dX®).

Pouzitim identity ze str. 04,

—,

JAxB)-C=[F-A) x (F-B)]-(F-C)

dostaneme:

dv=detF dV =J dV




Zmény objemu

Srovnejme objem infinitesimalniho rovnobéznosténu pred deformaci,
dV .= (XD x dX®).dX®),

a po deformaci,

—

dv = (d7® x dZ@) - dz® = [(F - dXW) x (F - dX®)] - (F-dX®).

Pouzitim identity ze str. 04,

—,

JAxB)-C=[F-A) x (F-B)]-(F-C)

dostaneme:

dv=detF dV =J dV

——> Determinant gradientu napéti v materialovych prostfedich musi byt vzdy kladny.
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