Mechanika kontinua — cast 1
Uvod a Geometrie deformace




Kontakt na vyucujici

Ondfej Cadek — garant (ondrej.cadek@mff.cuni.cz)
Vojtéch PatoCka — prednaska/cviCeni (vojtech.patocka@mff.cuni.cz)

Katedra geofyziky MFF, katedrovy objekt Troja, 11. patro

Prednaska — streda 8:10 — 9:40, cviceni — dle rozvrhu

Pozadavky pro udéleni zapoctu
vypracovani 5 domacich ukolu

Zkouska

vypracovani pisemky na konci semestru
nebo
test/ustni zkouska v pribéhu zkouskového obdobi

Konzultace

kdykoliv u prednasejiciho nebo cvicCiciho po predchozi domluve, jednotlive i ve skupinach
Materialy Ize stahnout na http://geo.mff.cuni.cz/~patockal,

Studenti se specialnimi potfebami — prosim, kontaktujte mé



Cile prednasky
Dukladna znalost teorie mechaniky kontinua, ktera vam umozni

se v budoucnosti zabyvat zajimavymi praktickymi problémy.

ZkuSenosti s popisem fyzikalniho systému pomoci parcialnich
diferencialnich rovnic.

Veétsi zrucnost pri maticovych upravach a praci s diferencialnimi
operatory, procviCeni aparatu matematicke fyziky.

Prvni setkani s nékterymi fyzikalnimi jevy, na které v zakladnim
kurzu fyziky nezbyl Cas.

Jemny uvod do metod numerického feSeni parcialnich diferen-
cialnich rovnic.
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Mechanika kontinua

Jedna z vétvi klasické mechaniky. Zabyva se kinematikou a mecha-
nickym chovanim materiall, které jsou pojimany jako spojité prostredi
— kontinuum (a nikoliv tedy jako soubor diskrétnich Castic).

Zakladni koncepce

« Latka objektu zcela vyplniuje prostor, ktery zaujima.

» SkuteCnost, Ze latka je tvofena atomy (a neni tedy spojita),
je ignorovana. Objekty jsou studovany na délkovych skalach,
které jsou vyrazneé vétSi nez vzdalenosti mezi atomy.

* Na takto pojimané prostredi jsou aplikovany zakladni zakony
zachovani, které spolu s informaci o makroskopickych vlastnostech
prostiedi (konstitutivni rovnice) poskytuji systém diferencialnich
rovnic popisujicich chovani objektu.

c 'zm/ﬁ////&

s /@—Q = Mechanika kontinua se zabyva fyzikalnimi vlastnostmi a chovanim
pevnych latek a tekutin, které jsou nezavislé na konkrétnim souradnem

_ _ systéemu, v némz jsou pozorovany. Fyzikalni popis je zprostfedkovan
Augustin-Louis Cauchy pomoci tenzord, matematickych objekt(, jejichZ vlastnosti nezavisi na
1789-1857 zvoleném soufadnicovém systému.



Koncept spojitéeho prostredi

Pevné latky, kapaliny a plyny jsou tvofeny molekulami, které jsou od sebe oddéleny
,prazdnym® prostorem. Ale ani na makroskopické skale nemusi byt materialy dokonale
spojité — mohou obsahovat trhliny, kavity, pory apod.

Rada fyzikalnich jevii mdzZe byt pfesto studovana metodami mechaniky kontinua,
tj. s vyuzitim predpokladu, ze se jedna o spojita materialova télesa, ktera zcela
vyplnuji objem, ktery v prostoru zaujimaiji. V tomto popisu chapeme kontinuum jako
prostredi, které mize byt spojité rozdéleno na infinitesimalni elementy, které maji
stejné viastnosti jako celek.

Platnost pfedpokladu spojitosti mize byt verifikovana na zakladé analyzy, pfi niz
je testovano, zda na zvolené prostorove Skale vykazuje material znamky periodicity,
nebo zda je jeho mikrostruktura statisticky homogenni a ergodicka.

Predpoklad spojitosti Uzce souvisi s pojmem reprezentativni elementarni objem
(REV, representative elementary volume) a separaci Skal na zakladé Hill-Mandelovy
podminky. REV muze byt vyhodnocen pouze v omezené mife, a to na zakladé
experimentalnich testl, které by mély potvrdit, ze konstitutivni odezva materialu

je na dané prostoroveé skale homogenni.

U tekutin se nekdy pro posouzeni vhodnosti spojitého popisu na dané prostorové skale
pouziva tzv. Knudsenovo Cislo (Martin Knudsen, 1871-1947, Dansko): Kn =A/L, kde A je
stfedni volna draha Castice a L je charakteristicky rozmér (Kn = 1 — statisticky popis).

Predpoklad spojitosti neplati resp. nelze proveést separaci skal - statisticka mechanika.
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Mechanika kontinua

cast klasickeé fyziky zabyvajici se deformaci téles
zakladni teorie byla formulovana v pribéhu v 19. stoleti

vyznamne praktické i vedeckeé aplikace pri studiu makrosveta

Koncept kontinua
latka je nahliZzena jako spoijité prostredi, které muze byt popsano
parcialnimi diferencialnimi rovnicemi

platnost je omezena na prostoroveé Skaly, na nichz muze byt
ignorovana diskretni struktura latky



Reprezentativni elementarni objem

mikroskala mezoskala makroskala

atomarni a REV
A homogenni kontinuum
molekularni representative elementary J
Skala volume

Hill-Mandelova podminka (podminka makro-homogenity):

<g:§>:Z:E=<U>:<e>

tenzor napéti || tenzor deformace

1 1

v

Integral pfes objemovy element




REV

Deformaci mizeme metodami mechaniky kontinua studovat pouze na prostorové Skale,
ktera je vyrazné vétsi nez REV.

REV musi statisticky reprezentovat studovany material a musi zahrnout vSechny typy
mikrostrukturnich nehomogenit (zrna, inkluze, dutiny apod.).

Od chvile, kdy téleso popiSeme rovnicemi mechaniky kontinua, chapeme ho jako prostredi,
které muze byt spojité rozdéleno na infinitesimalni elementy, jejichz materialové vlastnosti
|ze popsat jako polni veliCinu.



Mechanika kontinua

l l

Mechanika pevnych latek
- zabyva se deformaci téles
s definovanym klidovym tvarem
(solid mechanics)

Mechanika tekutin
- zabyva se spojitymi materialy,
V nichz strizna napéti vzdy
zpusobi pohyb (fluid mechanics)

Elasticita Plasticita Newtonovské Nenewtonovskeé
- popisuje materialy, - popisuje materialy, tekutiny tekutiny
které se vraceji ktere se trvale deformuii, - jsou charakterizovany - viskozita neni materialova
do puvodniho stavu, pokud jsou vystaveny viskozitou, ktera ma povahu konstanta a zavisi na okamzité
kdyz odejmeme silu, dostatecné vysokemu napeti materialové konstanty; deformaci; rychlost deformace
ktera je deformuje rychlost deformace je pfimo neni obecné& Umérna
l umeérna smykovému napéti smykovému napeéti
Reologie

A

- studium deformacdni
odezvy materialu

V ramci mechaniky kontinua se dnes studuji také krehké, sypke a lamave materialy,
vicefazoveé smési (asfalt, tajici led apod.), kvantové kapaliny a dalSi materialy.




Geometrie
deformace

PUsobici sily a napéti

Zakony zachovani

Soustava parcialnich diferencialnich rovnic,
které popisuji deformaci spojitého materialu

Analyza Numerické PocitaCova Vizualizace
rovnic ‘ reseni ‘ implementace q vysledkU




Oceany a atmosféra

https://www.youtube.com/watch?v=R5-s608qyvE

GFDL CM 2.6 Ocean Simulation » 4

Sea Surface Temperature -

July 21
A




Astrofyzika

Figure 1. Gravitationally unstable protoplanetary disk with two clumps. Shown are the gas
surface density distribution and black contour curves outlining the clumps according to
our clump capturing mechanism. The color bar is in log g cm-2.
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Geofyzika a planetologie

Time = 20 Myrs

Z Depth in km

150 200 250
X Width in km
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Tornado Environments (log)

Fig. 2 Frequency of tornado environments as determined from the NCEP/NCAR reanalysis using a discriminator of 0—1 km bulk vertical wind
shear, lifted condensation level and elevation for the period 1958-1999. Adapted from Brooks et al. [14]



Zpusob zapisu

Matematicky aparat, ktery budeme potrebovat

Operace s maticemi (A -B)Y =B . A (A-B)'=B71.A"1 (A HT =(AT)"!
Transformace vektorti a tenzort pfi zméné soufadné soustavy ¢ =Q -7, T'=Q-T-Q’
Ortogonainimatice Q' =Q7!, QT - Q=Q - QT =1, |detQ| =1

Vlastni &isla a vektory matice A - = \v/, det(A — ) =0

Determinant det(A - B) = det Adet B, det A™' = (det A)™!, det AT =det A
Diagonalizace matice, podobné matice, Jordanav rozklad

Pozitivné definitni matice U #0=v-A -0 >0

Odmocnina z matice VA=Q -vD-Q!

Jacobian, diferencialni operatory: divergence, gradient, rotace

Gaussova véta, binomicka véta, Taylorova véta etc. Viz takeé cviceni 1.




Deformacni zobrazeni

obecné téleso

1 2
e \ okamzita

referencni konfigurace
konfigurace K

) t

3
Zobrazeni 1: Yo Zobrazeni 2: Vi Zobrazeni 3: X
B— E° B — E° E3 — E3
X — X = 7(X) X — 7 =7,(X,1) X — &= yX,t)
T
popisuje pohyb telesa 3

Poznamka:

Referenéni konfigurace mize byt zvolena libovolné a nemusi obecné odpovidat realnému tvaru télesa.






referencni
konfigurace




referencni

konfigurace okamzita
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referencni

konfigurace o
X3 okamzita

konfigurace




referencCni
konfigurace

I3 okamzita
konfigurace

Deformadni zobrazeni 1 = X1 (7“7 97 ¢7 t)
T2 = X2 (Ta 67 ¢7 t)
I3 = Xg(’l“, (97 ¢7 t)



One observer, one frame (OOOF)

referencCni
konfigurace

L3

okamzita
konfigurace

L1

Deformacni zobrazeni 1 = X1 (X17 Xa, X3, t)

— — > — X
../E — X(X, t) X2 X2(X17X27 37t)
r3 = x3(X1, X2, X3,1)



referenéni
konfigurace

I3 okamzita
konfigurace

X3

Deformacni zobrazeni 1 = X1 (X17 Xa, X3, t)

7=x(X,t) = Xa(X1, Xa, X3,1)
r3 = x3(X1, X2, X3,1)



Deformacni zobrazeni

obecné téleso

/ \ig — %(X’ t) okamzita

konfigurace
Kt

referencni
konfigurace

Yy

7= (X,

-




Axiom kontinuity

Predpokladame, Ze funkce

—

X

je jednoznacna, invertovatelna a ma spojité derivace do libovolného radu (s vyjimkou nékterych
singularnich bodu, kfivek nebo povrchu).

Interpretace axiomu kontinuity: (i) Kone€ny objem materialu nemuze byt deformovan do nulového

nebo nekone&ného objemu (material je nezniditelny). (ii) Casti materialu do sebe vzajemné nepronikaji
(material je neprostupny) — objem se vzdy transformuje do objemu, povrch na povrch a kfivka do kfivky.

Poznamka: Existuje rada prakticky dalezitych pripadu, kdy axiom kontinuity neplati. V okoli singularnich
bodu a ploch je pak tfeba axiom kontinuity ,zméekcit“ a vyuzit specialni postupy.

~g-e

Priklady procesu, kdy axiom kontinuity neplati: vznik novych povrchd, lamani, Sifeni trhlin apod.

)
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Popis pohybu kontinua

7= (X, 1) X,

2. Referencni popis

_)
T = )Z’()(7 t) nezavislé proménné: X7 {
Pokud jako referenc¢ni konfiguraci zvolime tvar télesa v €ase 1 = 0, pak zpravidla hovofime
o lagrangeovském popisu. Terminologicky je ¢asto zaménovan s materialovym popisem.

3. Prostorovy (eulerovsky) popis f, L

Popis se vztahuje k okamzitému stavu kontinua v ¢ase 1 v bodé X. NevyZaduje zavedeni
Castic. Bézny v mechanice tekutin.

Poznamka: Pri feSeni praktickych uloh jsou ¢asto kombinovany rtzné popisy.



Pojmy lagrangeovsky a eulerovsky se pouzivaji v mechanice kontinua
pomeérné volné a v riznych kontextech:

12

Lagrange:

- popis vztazeny k nedeformovanému stavu
- popis vztazeny k Castici

- jakykoliv materialovy popis

Euler:

- popis vztazeny k deformovanému stavu
- popis vztazeny k pevnému bodu v prostoru
- popis nevyzadujici ¢asticovy formalismus

Joseph-Louis Lagrange
1736 Turin — 1813 Pafiz

Leonhard Euler
1707 Basilej — 1783 St. Petérburg




LAGRANGE

Elasticka deformace nosniku viastni vahou:
Zname pocatec€ni (nedeformovany) stav a predikujeme konecny stav.

EULER

Proudici kapalina: Pohyb Castic je slozity a zpravidla nas nezajima, kde se Castice
nachazela v poCate¢nim Case. NasSim cilem je urcit rychlost proudéni kapaliny v
zavislosti na Case a poloze v prostoru.

13







1. =1

divt + pg =0



1. =1

F1.G
: Grad T
_I_
00 det F_1§
=0
div
t +
pg =
=0
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Lagrangeovskeé a eulerovské souradnice

Ex = (Ek - €)ér = 0xiex
H_J
OKk
* —
kosinus Uhlu mezi vektory B a €}, -
nékdy se oznacuje jako posuvny tenzor (shifter) 5kl5l = 5k: = 5kKEK = 5kK5Klgl — 5kl = 5kK(5Kl
(obecné se nejedna o Kroneckertv symbol !)

Pro obecny vektor 17 muzeme tedy psat:




Shrnuti

Deformacni zobrazeni: T =x(X,1)

referencni
konfigurace

vy

L = Xk(X17X27X37t)7 k = 17273

okamzita
konfigurace

Kt

15




Shrnuti

Deformacni zobrazeni: T =x(X,1)

L = Xk(X17X27X37t)7 k = 17273

. okamzita

refe_rencnl konfigurace

konfigurace K
Ko '

- -

. v , ——1/=
Inverzni deformacni zobrazen:i: X =YX (:E, t)

XK — Xl_(l(xlax%xi%t)) K = 17273

15




Shrnuti

Deformacni zobrazeni: T = )Z(X, t)
L = Xk(Xla X27 X37 t)a k= ]-7 27 3

okamzita
konfigurace

Kt

referencni
konfigurace

vy

- -

—

Inverzni deformacni zobrazeni: X = )Z_l(x,t)
XK — Xl_(l(xlax%xi%t)) K = 17 27 3

Axiom kontinuity: J()z, t) ;= det O =detF # 0
00Xk

\ }
|

F




Deformacni gradient

referencni
konfigurace

Ko

okamzita
konfigurace

Rt
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Deformacni gradient

referencni
konfigurace

Ko

okamzita
konfigurace

Rt

16




Deformacni gradient

referencni
konfigurace

Ko

okamzita
konfigurace
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Deformacni gradient

referencni
konfigurace

okamzita
konfigurace

16




Deformacni gradient

16

okamzita
referencni konfigurace
konfigurace K
K0 t
T = x(X,1)
_ _
da:k = —dXK — Xk KdXK = FdeXK
0X i
dZ =F -dX




Vsuvka — gradient vektoru

Gradientu vektoru muze byt definovan dvéma ruznymi zpusoby. Ve fyzice se
vétSinou pouziva definice 1, zatimco v matematice se ¢asto pouziva definice 2.
V této prednasce pouzivame definici 1.

Definice 1:
Ox1 Ox2 Oxs
a a 0X1 0X1 0X1
Grady = (EK%) ® (xx€k) = IX Frx ®e, = 0X5 0Xo 0Xg
dOx1 Ox2 Oxs
0X3 0X3 0X3

Definice 2:
ox1 ox1 ox1
a a 0X1 0Xso 0X3
LS = Xk 5 o | ox2 Oxe Oxe
Grady = (xx€k) ® (EKﬁ> - 0Xk e @ b = 0X1 0X2 0X3

Oxs Oxz3 Oxs
0X1 0Xso 0X3




Vsuvka — gradient vektoru

Gradientu vektoru muze byt definovan dvéma ruznymi zpusoby. Ve fyzice se
vétSinou pouziva definice 1, zatimco v matematice se ¢asto pouziva definice 2.
V této prednasce pouzivame definici 1.

Definice 1:
Ox1 Ox2 Oxs
a a 0X1 0X1 0X1
Grady = (EK@) ® (xx€k) = IX Frx ®e, = 0X5 0Xo 0Xg
dOx1 Ox2 Oxs
0X3 0X3 0X3

Definice 2:
ox1 ox1 ox1
a a 0X1 0Xso 0X3
LS = Xk 5 o | ox2 Oxe Oxe
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Oxs Oxz3 Oxs
0X1 0Xso 0X3




Deformacni gradient - shrnuti

L = Xk(X17X27X3)7
XK = Xf_(l(501,$27333),

Matematicka podminka, ktera garantuje
existenci jednoznacné inverzni funkce:

k=1,2,3
K=1,23

= L OXk
J(X,t) :=det (8XK) # 0

Infinitesimalni vektory d, dX

OXk

T 0Xk
——

Xk,K

d:lfk- dXK = Xk,KdXK

(Materialovy) deformacni gradient
F(X,t) = xux(X,t)(@ @ Ex)
di =F -dX
F = (Grady)!

8)(;(1

&ck
\ﬂ_j

1
XKk

dXg =

dr, = X;_Skdﬂik
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Prostorovy deformacni gradient
F(Z,1) = X(& ) (Ex © &)
dX =F'.dz
F~! = (grady )"




Priklad: simple shear (jednoduchy smyk)

L& pohybUJin se deska

—_—
e
- <— kapalna vrstva
—

—

»

19




Priklad: simple shear (jednoduchy smyk)

Le pohybujici se deska

—_—
e
- <— kapalna vrstva
—

—

»

OOOF: Elzgl, 2252, 3253

—

Chceme urcit zobrazeni X'(X, t), tj. vyjadfit slozky x1, z2, z3 pomoci slozek X1, Xs, X3 .

19




Priklad:

simple shear (jednoduchy smyk)

20

deformacni zobrazeni

T =x(X,1)
$1:X1—|—X2t
ZCQZXQ

5133:X3




Priklad:

simple shear (jednoduchy smyk)

20

deformacni zobrazeni

T =x(X,1)
$1:X1—|—X2t
ZCQ:XQ

5133:X3

inverzni zobrazeni

X =y Y(7,1)

Xl = I —SCQt




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

$1:X1‘|‘X2t A

Ty = Xy - f:%(Xat)
5173:X3

21




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

331:X1—|—X2t h
n=X - F=g(Xt)

21

Ty — X3 D
Ix1  Ox2 9Ix3
a a 0X1 0X1 0X1
. — - Xk > Ox1  Ox2 Oxs
Grady = (EK@) ® (Xk€k) = OX Ex®er=1 7% ax. 7%
Ix1  Ox2 9Oxs
0X3 0X3 0X3




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

Ex ®@e, =

v =X+ Xot )
2y = Xy - T =x(X,t)
T3 ::.)(3 D
Gradf =  Br—2—) @ (xaé)
rady = v -
X KaXK XkCk 0X i
ox1 ox1 1
0X1 0Xso 0X3
F = (Grady)! = 33‘5 :993222 g§<§
8X3 8X3 aX3
0X1 0Xso 0X3

Ix1  Ox2 9Ix3
0X1 0X1 0X1

— 8)(1 aXQ 8X3
0Xo 0Xo 0Xo
Ix1  Ox2 9Oxs
0X3 0X3 0X3

8$1 8x1 8$1

0X1 0X9 0X3

Oz2 02 0x2

0X1 0Xo 0X3

Oxs Oxs Oxs3

0X1 0Xo 0X3

o o

O =

_ O O

21




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

Ex ®@e, =

v =X+ Xot )
zy = X, - T =x(X,t)
T3 ::.)(3 D
Grady = ( Bx—2 (Xk€%)
rady = v €k) =
X KaXK XkCk 0X i
ox1 ox1 1
0X1 0Xso 0X3
F = (Grady)! = 33‘5 :993222 g§<§
8X3 8X3 aX3
0X1 0Xs 0X3

detF =1

Ix1  Ox2 9Ix3
0X1 0X1 0X1

— 8)(1 aXQ 8X3
0Xo 0Xo 0Xo
Ix1  Ox2 9Oxs
0X3 0X3 0X3

8$1 8x1 8$1

0X1 0X9 0X3

Oz2 02 0x2

0X1 0Xo 0X3

Oxs Oxs Oxs3

0X1 0Xo 0X3

o o

O =

_ O O

21




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

Ex ® e, =

Ix1  Ox2 9Ix3
0X1 0X1 0X1
Ox1 Ox2 Ox3
0Xo 0Xo 0Xo
Ix1  Ox2 9Oxs
0X3 0X3 0X3

8$1 8x1 8$1

0X1 0Xs 0X3

Ozo Ox2 Oz2

0X1 0X2 0X3

Oxs Oxs Oxs3

0X1 0Xo 0X3

v =X+ Xot )
2y = Xo - T =x(X,t)
Ty — X3 D
L9 OXk =
Grady = | EFx——— €) =
¥ (g ) ® udi) = 53
ox1 ox1 1
0X1 0Xso 0X3
F = (Grady)! = 33‘5 :993222 g§<§
8X3 8X3 aX3
X, 0X; 0X3

detF =1

Az =F - dX

o o

O =

_ O O

21




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

r1 = X1 + th
— —/ N
T2 = X - T =x(X,1)
T3 = X3
Ox1 Ox2 9Ixs
a 0X1 0X1 0X1
5 = - Xk 2 - s, 0 0
X aXK ( ) aXK 0Xo2 0Xo 0Xo
Ox1 Ox2 9Ixs
0X3 0X3 0X3
ox1 ox1 ox1 01 01 01
0X1 0Xso 0X3 0X1 0Xo 0X3
_ AT __ Ox2 Ox2  Ox2 L dro  Oxo  Oxa
F=(GradX)" = | 3% 7% oxs | = | axi 9x. 9xs
ox3 ox3 oxs3 o0x3 0x3 Ox3
0X1 0Xo 0X3 0X1 0Xso 0X3

Horizontalni vektor ve smeéru X,

se pfi pohybu neméni.

o O =

O =~

_ O O
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Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

r1 = X1 + th h
=
_ - =
T2 = Xo - T =x(X,1)
Ty — X3 D
Ox1  Ox2 Oxs
8 a 0X1 0X1 0X1
5 = - Xk 2 - s, 0 0
Grady = EFr—— ) ® (x1€r) = Fr ®é, = X1 X2 X3
X aXK (X ) aXK 0Xo 0Xso 0Xo
Ox1  Ox2 Oxs
0X3 0X3 0X3
ox1 ox1 ox1 01 01 01
0X1 0Xso 0X3 0X1 0Xo 0X3
_ NT __ Ox2  Ox2 Ox2 o Ox2 Oxo Oxo
F=(GradX)" = | 3% 7% 7% | =| % o %
ox3 ox3 oxs3 o0x3 0x3 Ox3
0X1 0Xo 0X3 0X1 0Xso 0X3
det F =
dr =F - dX
1 ¢t 0 1 1 1 ¢t O 0 t
010 0 = 0 010 1 = 1 ,
0 01 0 0 0 01 0 0

Horizontalni vektor ve smeéru X,
se pfi pohybu neméni.

Na pocatku vertikalni vektor
se pfi pohybu postupné uklani
a prodluzuje.

o O =

O =~

_ O O

21




Materialovy deformaéni gradient F = (Grad x)*

r1 = X1 + th h
. - - >
T2 = Xo - T =x(X,1)
T3 = X3
- Ox1  Ox2 Oxs
8 a 0X1 0X1 0X1
Grady = (EK@) @ (ufh) = 55 Ex®e = | 5% ox; o
Ox1  Ox2 Oxs
0X3 0X3 0X3
ox1 ox1 ox1 01 01 01
0X1 0X2 0Xs 0X1 0X2 0X3 1 ¢t 0
_ NT __ Ox2  Ox2 Ox2 o Ox2 Oxo Oxo .
F=(GradX)" = | 3% 7% ax, | = | v ax. ax. |=( 010
oxs 0x3 ox3 oxs Oxs ors 0 0 1
0X1 0Xo 0X3 0X1 0Xso 0X3
det F =
dr = F -dX
1 ¢t 0 1 1 1 ¢t 0 0 t 1 ¢t 0 0 0
010 0| = 0 010 1 = 1 , 010 0 =10
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
g > — t / et v ¥ ¥

Horizontalni vektor ve smeéru X,
se pfi pohybu neméni.

Na pocatku vertikalni vektor
se pfi pohybu postupné uklani
a prodluzuje.

Horizontalni vektor ve sméru X,
se pfi pohybu neméni.
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Prostorovy deformaéni gradient F~! = (grad )Z_l)T

0X1 0X1 0X1

o0xrq 0o ozxs 1 _t 0
F'=(grady )" = $2 &2 &2 =0 1 0
0Xs 00Xz 0Xz 0O 0 1
8.’1)1 8:c2 3:63
detF~ ! =1
1 ¢t 0 1 —t 0 1 —t+t 0O 1 0 0
F-F!= 010 0O 1 O = 0 1 0 = 010 =1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Greenuv deformacni tenzor (pouZzijeme zanedlouho):
1 00 1 ¢t 0 t 0 symetricka
C—-FT.F=1|l ¢t 1 0 010 ]=1[1¢t+1 0 —  pozitivné definitni
00 1 00 1 0 0 1 matice




Ulohu jsme Fesili pro pfipad, kdy soufadné soustavy {El, Es, E},} a {€1,€e, €3}

jsou totozne:

X V=1

S S )

23

r1 — Xl —|—X2t
[EQZXQ
35'3:X3




Ulohu jsme Fesili pro pfipad, kdy soufadné soustavy {El, Es, E},} a {€1,€e, €3}

23

jsou totozne:

X, V=1

1 $1:X1—|—X2t
[EQZXQ
r3 = X3

Pokud bychom pouzili 2 rizné soufadné soustavy, bude se postupovat analogicky...

X2 V=1 'CE]_




Diferencialni operatory v okamzité a referen¢ni konfiguraci

24




Diferencialni operatory v okamzité a referen¢ni konfiguraci

1. =1

F 1 .GradT+ gpdet F~1g=0

24

divt + pg =0




Grad V = EK®

oV

0Xk

Vztah mezi GradV a grad @

25




Grad V = EK®

Vztah mezi GradV a grad v

ov -
— _F
X K

25

< aZEk 8XK




Vztah mezi GradV a grad v

Lo ov - oF Oz,  Oxp = ov
ra KO o, PO o axe  oxe K% oa,




Vztah mezi GradV a grad v

25

L = OV o 00 Ony Omp 5 _ O

Grad V = Ex @ 75— = Ex ® = Ex @

P 0Xx " T 0m0Xkg  0Xk o Om

L - . - o oxy =
Definici deformaéniho zobrazeni: F = xix(€x® Ek) = (€x ® Ek)
’ 00Xk
\/

0xrr = 0xr =

F' =

00Xk
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Vztah mezi GradV a grad v

ov - oF Oz,  Oxp = v

Grad V =Ex ® — = Ex ® = EFr® — =0
P 0Xx " T 0m0Xkg  0Xk o Om
. v , = — 62@; - —
Definici deformaéniho zobrazeni: F = xix(€x® Ek) = (€x ® Ek)
’ 00Xk
\/
0xrr = 0xr =
FT = Ex®éy) — Fl.é =
ox, Fx @ G) = B8 = g B
Oz = o0v
O B @ —

B GXK &ck
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Vztah mezi GradV a grad v

ov - oF Oz,  Oxp = v

Grad V =Ex ® — = Ex ® = EFr® — =0
P 0Xx " T 0m0Xkg  0Xk o Om
. v , = — 62@; - —
Definici deformaéniho zobrazeni: F = xix(€x® Ek) = (€x ® Ek)
’ 00Xk
\/
0xr , = . . 0xr =
B = 8XI; (Ex @) — F' & = 8X];EK
0z = ov L, _0v
O kEK(X)—:FT'fik@—
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Vztah mezi GradV a grad v

ov - oF Oz,  Oxp = v

Grad V =Ex ® — = Ex ® = EFr® — =0
P 0Xx " T 0m0Xkg  0Xk o Om
. v , = — 62@; - —
Definici deformaéniho zobrazeni: F = xix(€x® Ek) = (€x ® Ek)
’ 00Xk
\/
axk: = (%k —
F' = Ex®é) — F'.g, = E
o, Fr &) *T X K
oxy = ov ov ov

— E — —_FlT.g.o— —FT.(e,. 0 —
GXK K®0:ck €k®8$k (6k®6’xk)
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Vztah mezi GradV a grad v

Lo ov - oF Oz,  Oxp = ov
Grad V =Epr ® — = E = Er® — =0
ra KO o, PO o axe  oxe K ® Bz,

6$k 5 —
DX (€x ® Ek)

\/

8$k — 8xk —
— Ex®&) — FL.g =
8XK( K © &) Ck

Definici deformacniho zobrazeni: F = Xk,K(gk 03¢ EK) =

FT

Oy ~ 00 . . OF o (L OU
— E.® — =FT. — _fT. el
GXK K® &ck € & 85[% (ek @ 6’xk)

! Je

Definice gradientu: grad @ = €, @ —

8xk
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Vztah mezi GradV a grad v

ov - oF Oz,  Oxp = v

Grad V =Ex ® — = Ex ® = Er ® — =0
P 0Xx " T 0m0Xkg  0Xk o Om
L - . > ™ Org >
Definici deformaéniho zobrazeni: F = xix(€x® Ek) = (€x ® Ek)
’ 00Xk
\/
Oz , = Oz, =
T k — T = — k
F' = DX (EK X Gk) — F* . ¢ aXKEK
oxy = ov ov ov
0 = Ex®-—=F" .o -—=F".(&®-—)=F - gradv
GXK K &ck g 85[% g 6’xk 5

! Je

Definice gradientu: grad @ = €, @ —
&Uk




GradV =FT. grad U

Skalarni pole ©(X) = 0(z)

/&

Horizontal lines

become curved \

Vertical lines remain
straight, yet rotate

Before deformation

After deformation

Figure 3.4 Initially straight beam and the deformed bent beam

(L4

Mnoziny stejnych vektoru, ,zijicich® na jiné doméné
Prostorovou diferenciaci lagrangeovskych a eulerovskych poli je nutno rozliSovat



GradV =FT. grad U
Skalarni pole ©(X) =0(x)

Grad®-5=75-Grad® =3 (F' - grad§) = (F-3) - grad§ = grad ¢ - (F - 5)

__6(4)=0.14
s O(B) = 0.21
Mapping:
a = x(A)

Horizontal lines
become curved

\
Vertical lines remain
straight, yet rotate

Before deformation

After deformation

Figure 3.4 Initially straight beam and the deformed bent beam

(L4

Mnoziny stejnych vektoru (soubor stejnych hodnot), ,Zijicich“ ale na jiné doméné
Prostorovou diferenciaci lagrangeovskych a eulerovskych poli je nutno rozliSovat



,Prvni ¢teni“ kontinua (OOOF): ¢, = E

Gy G

__O9(4)=0.14
B O(B) =021

i Stale plati:
GradV =FT. grad U

X

1

Mapping:
a = x(4)

Horizontal lines

become curved \

Vertical lines remain
straight, yet rotate

Before deformation

After deformation

Figure 3.4 Initially straight beam and the deformed bent beam

(L4

Mnoziny stejnych vektoru (soubor stejnych hodnot), ,Zijicich“ ale na jiné doméné
Prostorovou diferenciaci lagrangeovskych a eulerovskych poli je nutno rozliSovat



